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jercicios y problemas propuestos

Para practicar

I Dominio de definicién

1 Halla el dominio de definicién de estas funciones:

2 b)y= 3X+2
2 (x+5) )y X3+ x
1 1

VY= Z ez Dy=+vn

2 Estudia el dominio de definicién de estas funciones:
a) y=2x+5 b)y=47-x
c)y=«/x2+3x+4A d)y=+ —Tayx-2

3 Di cuil es el dominio de definicién de:

a)y=3+2'"% b) y = log, (x + 3)
c)y:ln(Z—x) d)y:JZ—x

4 Observa las gréficas de estas funciones e indica cudl es su
dominio de definicién y su recorrido:
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5 La funcién A(z) = 80 + 64— 16£% nos da la altura a la que
esté una pelota lanzada hacia arriba en el instante # hasta
que vuelve al suelo. ;Cudl es su dominio de definicién?

6 : Escribe el 4rea de este rectangulo de
Noesees ooy perimetro 16 cm en funcién de su
= Sl 4 base x.
X

;Cudl es el dominio de definicién de esa funcién? ;Y su re-

corrido?

7 La temperatura de un paciente, desde que comienza su en-

fermedad hasta que vuelve a tener 37 °C ha evolucionado se-
gtn la funcién 7'= —0,1¢2 + 1,2t + 37, siendo # el nimero
de dfas transcurridos desde el inicio de la enfermedad. ;Cudl
es su dominio de definicién? ;Y su recorrido?

B Funciones elementales

8 Asocia a cada grafica su expresion analitica.

ayy=1,5% b)y=x+2 c)y=%~1
dy- 7 9 y=32+5x—1 £)y=075"
g) y = logy x h) y = -«
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- 9 Representa las siguientes pardbolas hallando el vértice, los
puntos de corte con los ejes de coordenadas y algtin punto
préximo al vértice:

b)y= 0,5x% — 2x + 1

d)y= -1,5-3x-2

a) y=x>+2x+1
Qy=—x*+3x-5

10 Representa estas funciones en el intervalo indicado:

Dy-20-4 10,2]  by=-3, x2-1
9y=1, <0 d)y=0,6" [-3,3]
e)y:logzx, (0, 7] f)}'= J-’—C’ [Oa 1]
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M Funciones definidas "a trozos"

11 Representa grificamente las siguientes funciones:

-2 si x<0
a)y=4x-2 si 0<x<4

2 si x4
—2x-1 si x<1
b) y=
)y {x+1 si x>1

x2—2x si x<2
Qy= .
2x—4 si x=2

12 Representa.

{I/x si x<0
a)ys=

Jp—c si x>0

2% six<2
b)y=1-x+6 si 2<x<7

3 si x27

13 Dibuja la grifica de las siguientes funciones:

4 5= x2_2x si x<2
r= 3 six>2

b y = —x2—4x—2 si x<—1
J x2 si x>—1
—x-1 six<-1
Q) y=12%%~2 i —lexn<l
x—1 sit el

14 Representa la funcién ¥ =|x=5| y comprueba que su

expresién analitica en intervalos es:

_]=x+5 si x<5
r= x—=5 six25

15 Representa las siguientes funciones y definelas como fun-

ciones “a trozos”:

Q) y=[4-x| b)y = 3x + 6

9y=|253| dy= -1l
16 Representa estas funciones:

a) y=|x?—1| b) y = |x? — 4x|

c)y=|x2+2x—3] d)y=|x2—2x+1[

17 Representa.

)y=|+| b) y = llog, ]
c)y:% d)y=2[x+x

B En [a web ]

2
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F Transformaciones de una funcién

18 Representa f(x) = 4 — x2 ¥» a partir de ella, representa:

a) g(x) = flx) - 3 b) h(x) = flx + 2)
19 Esta es la gréfica de la funcién ¥ =fx):

Representa, a partir de ella, las funciones:

a) y=flx-1) b)y=flx) +2
R0 A partir de la gréfica de S1) = 1/x, representa:
a) gx) = flx) - 2 b) A(x) = flx - 3)
Q) #(x) = —A(x) d) j) = | Ax)|
&1 Representa la funcién ) = Jx ydibujaa partir de ella:
a) g(x) = flx+ 1) b) h(x) = fx) - 3
22 Representa las siguientes funciones:
Vr= i By=sty
c)y= —71 d) r= x_—3

&3 Representa las siguientes funciones:

Q) y=yx-1 by=—x+3

Qy=2+yx dDy=1-x
24 Representa estas funciones:

a) y=2%+1 b)y=2¥-3

I BDy- (%)x+3

e) y=1-2% ly=2~*

25 Representa las siguientes funciones a partir de la grifica
de y = log, x:
Q) y=1+log,x b)y = log, (x—1)
Q) y=—log, x d) y = log, ()

@6 La expresién analitica de esta

funcién es del tipo y= = 1 —+ b

Observa la grifica y di el valor de

O Ejercicios para relacionar la representacién gréfica de una funcién con su expresion analitica.



Ml Composicién y funcién inversa

27 Dadas las funciones

f=xt+1  g= x—3—2 hix) = {x-3
obtén las expresiones de:
a) fog bgef o) foh
d)geh e) hof £)hog

Halla, si es posible, el valor de las funciones obtenidas en
; x=5yen x=0.

28 Explica cémo a partir de las funciones
f =21 gl =x+2

se pueden obtener estas otras:

| a) m(x) = 2%+1 b) n(¥) = 2*5~142

‘ 4-x
‘ C)p(x)=1[xi3+2 d) gl = 2%73

| or@-= &1_1 £)s() = Tﬂ_—l

29 Halla la funcién inversa de las siguientes funciones:

- 5L

[ a) y=3x—2 b)}/=£%i
!\‘ Q) y=42x+1 d)y=1+2"
\ € y=2+logyx f)y=4—x% x20

B0 Representa grificamente la funcién inversa en cada caso:
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31 Comprueba si cada par de funciones son una inversa de la

otra. Para ello calcula fof~! o bien Flo f

D f0) = s f1E = -2

b) fl) = {273 £ = 22
Q) f) =1+logy 55 f71() =3 e
| 32 Considera la funcién y = Jx+2, xe[-2,7].

a) ;Cudl es su recorrido?

b) Obtén su funcién inversa, y determina el dominio de
definicién y el recorrido de esta.
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B3 Obtén la expresién analitica de las siguientes funciones:
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B4 Representa las siguientes funciones partiendo de una mds
sencilla y realizando transformaciones sobre ella:

. 3% _x-2
Y= 51 Bly= g
_ 3x+2 _ox+1
gLy x+1 d)y= x—1

35 La grifica de una funcién exponencial del tipo y = ka*
pasa por los puntos (0;0,5) y (1; 1,7).

a) Calcula £ y a. b) Representa la funcién.

36 Determina, en cada caso, la ecuacién de la pardbola de la
que conocemos el vértice y otro punto.

a) V(1,-4), P(-1,0) b) (-2, 3), P(0,6)

%% Utiliza la calculadora en radianes para obtener el valor de
y en cada una de estas expresiones:

b) y = arc sen (=0,9)
d) y = arc cos (-0,75)
£) y = arctg (-7)

a) y = arc sen 0,8
¢) y = arc cos 0,36
e) y=arctg3,5

38 Obtén el valor de y en grados, sin usar la calculadora:

a) y = arc sen 43 b) y = arc cos %

2
d) y = arc sen 1

f)y:arctgﬁ

Qy=arcigl
€) y = arc cos (——;—)

39 Calcula en radianes.
a) arc sen (sen —Z—)

b) arc cos (cos m)

c) arctg (tg —%) d) tg (arc g 1)

e) sen (arc cos (1)) £) arc cos (tgm)
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tamos una bola esférica de radio x y

jercicios y problemas propuestos

En un tridngulo equildtero de 10 cm de lado, se cortan en
las esquinas tridngulos equiliteros de lado . Escribe el
drea del hexdgono que resulta en funcién de x. ¢Cudl es
el dominio de definicién de esa funcién? ;Y su recorrido?

Se quiere hacer una ventana con forma
de rectdngulo afiadiéndole un semicir-
culo sobre el lado menor, en la parte su-
perior. Si el perimetro del rectdngulo es
8 m, escribe el drea de la ventana en funcién
del lado menor del rectdngulo. Di cudl es su
dominio y su recorrido.

En las funciones de oferta y demanda, se llama cantidad

de equilibrio al nimero de unidades que hay que producir

para que la oferta y la demanda se igualen, o(x) = d(x); y

se llama precio de equilibrio al precio con el cual se consi-

gue esa igualdad.

a) Halla el precio y la cantidad de equilibrio de un
producto cuyas funciones de oferta y demanda son
0(x) =2,5x— 100 y d(x) =300-1,5x (x en euros, d
y o en miles de unidades del producto).

b) Si el precio del producto es de 80 €, ¢habrd escasez o
exceso del mismo? ;Y si el precio fuese de 120 €2

¢) ¢Cudl serfa el precio y la cantidad de equilibrio si las fun-

ciones de oferta y demanda fuesen o (x) = 0,25x2 - 100
y d(x) = 185 — 2x?

La dosis de un firmaco comienza con 10 mg y cada dfa
debe aumentar 2 mg hasta llegar a 20 mg. Se debe seguir
15 dias con esa cantidad y a partir de entonces ir disminu-
yendo 4 mg cada dfa.

a) Representa la funcién que describe este enunciado y
determina su expresién analitica.

b) Di cudl es su dominio y su recorrido.

En un cilindro de radio 8 cm, deposi-

echamos agua hasta que cubra la bola.

Escribe la funcién que da la cantidad
de agua que hay que echar segtin la
medida del radio de la bola.

¢Cudl es su dominio de definicién?

En una pared de dimensiones 6 m x 3 m se quieren abrir
dos ventanas cuadradas de lado x.

L

X X

a)Expresa el drea que queda
de pared, una vez hechas las
ventanas, en funcién de ux.

b) ;Cuil es su dominio de defi-

nicién? »

6m
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Una feria ganadera est4 abierta al piiblico entre las 10 y las
20 horas. El nimero de visitantes viene dado por la fun-
cién N(2) =-20¢2 + Bt + C, donde 7 es la hora de visita.

Sabiendo que a las 17 h se alcanza el mdximo de 1500
visitantes, halla B y C y representa la funcién.

477 El coste de produccién de x unidades de un producto es

48

49

§0

51

52

igual a (1/4)x? + 35x + 25 euros y el precio de venta de

una unidad es 50 — (v/4) euros.

a) Escribe la funcién que nos da el beneficio total si se
venden las x unidades producidas, y represéntala.

b) Halla el niimero de unidades que deben venderse para
que el beneficio sea méximo.

Un fabricante vende mensualmente 100 electrodomésti-

cos a 400 euros cada uno y sabe que por cada 10 euros de

subida venders 2 electrodomésticos menos.

a) ;Cudles serdn los ingresos si sube los precios 50 euros?

b) Escribe la funcién que relaciona la subida de precio con
los ingresos mensuales.

c) ¢Cudl debe ser la subida para que los ingresos sean
maximos?

M En un cuarto de circunferencia de
10 cm de radio tomamos un punto
M 'y construimos el tridngulo rec-
tingulo OMH.
O x H

Expresa el drea de ese tridngulo segln la medida del cate-
to x. ;Cuil es su dominio de definicién?

Un cultivo de bacterias comienza con 100 células. Media
hora después hay 435. Si ese cultivo sigue un crecimiento
exponencial del tipo y = k' (¢ en minutos), calcula 4
Y @ y representa la funcién. ;Cudnto tardard en llegar a
5000 bacterias?

Un negocio en el que invertimos 10000 €, pierde un
4% mensual. Escribe la funcién que nos da el capital que
tendremos segtin los meses transcurridos, y represéntala,
¢Cudnto tiempo tardard el capital inicial en reducirse a la
mitad?

Una taza de café recién hecho estd a 75 °C. Después de
3 minutos en una habitacién a 21 °C, la temperatura
del café ha descendido a 64 °C. Si la temperatura, 7
del café en cada instante ¢ viene dada por la expresién
T=Ae*+21, calcula A y k y representa la funcién.

¢Cudnto tendremos que esperar para que la temperatura
del café sea de 45 °C?



jercicios y problemas propuestos

Para practicar

B Continuidad y limite en un punto

1 ;Cuél de estas funciones es continua en x = 3? Sefala, en
cada una de las otras, la razén de su discontinuidad:

2 Cada una de las siguientes funciones tiene uno o mds puntos
donde no es continua. Indica cules son esos puntos’y el tipo

gheE e
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3 Comprueba que solo una de las siguientes funciones es con-
tinua en x = 1. Explica la razén de la discontinuidad en las

~

_

demis:
x+2 six<l 2x si x=1
D) flo) = {3 si x>1 b) £ = {—1 si x=1
|2 si x<l1 1
) S = {x—3 si x>1 )= x—1

4 Tndica para qué valores de IR son continuas las siguientes
funciones:

= D, -2
) y= i )y x4 33
Q) y=y5-2x d)y=ln(x+4)
) y=2>7% f)y=|x¥5|

5 Sobre la grifica de la siguiente funcién f(x), halla:
EREl ENE N
By

R

I I
e
b) tm, f) o) lim flx)
e) ff.”% f) f) xli’n_izf(x)

a) lim_ &)
D i S

6 Relaciona cada una de estas expresiones con su grafica co-
rrespondiente:

a) !z_{;la fl)=2 b) xl% f)=4 o ,{% fx) no existe

P P
BafEamn e
T A

;Alguna de ellas es continua en x = 32
7 Calcula los siguientes limites:

) finf5-3) b Jim 62~

o 1-x 7, X
9 fm=3 9 52
e) lz’m2«110+x—x2 f) lz’ﬂzlogzx
X—— i

g xlz_% cos x h) xl% e

2 .
8 Dada la funcién f(x) = {x 18t x<0’ halla:

x+1 six2

) lim, f) b) i, ) Q) lim f)

9 Comprueba si las siguientes funciones son continuas en los
puntos que se indican:

3_x six<-—1
a)f(x)-{x2+3- si x2-1 BRI
1 si x<1
b)f(x)-{zx_l 5l oy e
J4—x si x<0
= =0
c)f(x) {x—2 si x20 “
2—x% si x<2
d = =2
)fe {2)6——6 si x=22 o e
5_x six<3
C)f(x)= xEZ G iy en x=3




-~ jercicios Y problemas propuestos

10 Estas funciones, ¢son discontinuas en algtin punto?:

a)f(x):{l-xz si x<1 b)f(x)={x2 si x=—1

x—1 six>1 -1 si x=-1

4 2¥=-3 3
o) fl) =45 si %<2 d _ SI X<
S {;‘ si x>2 1/ Vx—3 si x>3
2x si x<3
11 Dada la funcién S = xz2_ 9 G x>3 calcula:
x“—3x

a) x/z_% fx) b) xl% fx) 19) lz’ng fx)

x2-2 si x<—1
12 En la funcién F*)=33x-1 s —1<x<4 halla:
4yx+3 si x24
b) lz’néﬂx)

) tim S Il )

13 Calcula los siguientes limites:

) fim e b) fim 23
9 lm==l D dim 5L
) hm, 52 ) fimoxs2
8 x/-l:77—23x2f23+3 h)«\{l—’”%j:j:}

14 Resuelve los siguientes limites y representa los resultados

que obtengas:

2 2 '
a) lim—=~ b) lim X tx
x—1x— x=0
7 , x3
c) lim 5 d) lim 3
¥==2 x4 2x ¥=0x% _10x2

18 Calcula los siguientes limites y representa los resultados

que obtengas:

2
a) lim* —x=6 > x=6
¥=3 xc_3x

2
c) lz'miig
¥=0 x2 4 x

4
o, X0 —1
=y

b) lim x2—3x+2
¥=1 x4 _2x 41

3 2
d) lm Z’CA
*==1x4+2x+1

2
f l; 2x -8
)xz—*”%xz—4x+4

16 Calcula.
A Ml Bx+4)
) Jnl o bt er(3524)
i eJ't’ll X f, 3
) A Treorn D fin, log 235 =3)

&3

M Limite cuando x — +o Y X— —o0

17 Determina cudl es el limite cuando X = +oo y cuando
X — —co en las siguientes graficas:

A )0
YT~

18 Calcula el limite cuando x —s +oo y cuando x — —co de
cada una de las siguientes funciones, Representa los resul-

tados que obtengas.

a) fx) = x3 — 10x b) Ax) = Yx*—4

o) flx) =7 - 3x d)fx) =—x+8x+9
£) flw) = 7x2 — 43

&) 1) = 1 - (x—2)2
8) fx) = (5 - x)2 h) fx) = (v + 1)3 = 242

N\,
69) Calcula estos limites y representa las ramas que obtengas:

a) x{,’”ﬁ’m (x_al)z b) xé»”@oo%
c) x/f’ﬁo xz—il d) xé"f@ P _lx)3
9 i Sk ) oy 523
® b A% W 373

20 Calcula el limite de todas las funciones del ejercicio ante-
rior cuando x — —co,
CET
< 21) Calcula el limite cuando x — +c0 y cuando x — —co
y representa los resultados.

) ) = BA = 3

0) f) = xzil d) flx) = 1—3+§x2
_5-2x __l-x

W)= x%+1 0/ (2x +1)?

§ A - 2= O

22 Di cudl es el limite de las siguientes funciones cuando
X —> +e0 y cuando x — —oo:

9 si x<3 3—x si ¥<0
LT b)f(")‘{xfl i 20
3y

23 Di cudl es el limite de estas funciones cuando x — +oo:

' 1 =3
W= e ey

d) Alx) = 3-xi2

®

c) fl) =

B



W Asintotas

24

25

26

27

28
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i Esta gréfica muestra la posicién
: de la curva y = f{x) respecto de

sus asintotas.

Di cudles son estas y describe su
/ posicién.

De una funcién y = f(x) conocemos sus asintotas y la
posicién de la curva respecto a ellas.

1 si x > =17, flx) > +oo
x=—
si x > =1, flx) = +oo

~ si x — +oo0, flx)>-2
=7 i x = —o0, fl)<—2

Representa esta informacion.

Halla las asintotas de las siguientes funciones y sitta la cur-
va respecto a cada una de ellas:
2x _x-=1
V=323 by=33
= M 2
)= 4—x -
-1 = Aol
y=7 % Lig= 2% —3
Halla las asintotas de las siguientes funciones y sitda la cur-
va respecto a ellas:
2
- _X_ b)y= 2
2y +4 ) x*+1
2 4
Q) y= 2x —1 d)y= X
) -
e) y= s £)y= _3x
(x +2)? 1
Cada una de las siguientes funciones tiene una asintota

oblicua. Héllala y estudia la posicién de la curva respecto
aella:

2) ) - by fin) = Sx="

x+1 ¥

9 flg = =3 &) flg = X xx=2
9 fo = 25=3 0 - 2

Halla las asintotas de las siguientes funciones y sitda la cur-
va respecto a cada una de ellas:

B (3-x)? X
2= 2x+2 ) = x2rx+l
K _ 3x?

V=23 dy=52

Para resolver

30

31

32

34

35

Calcula, en cada caso, el valor de % para que la funcién
f(x) sea continua en todo IR.

a) flv) = {x

—4 si x<3
+k  si x>§

b) A) = {62— (x/2) si x<2

x*+hkx  six22
9 f) = {(x +x)/x si x¢0
si x=0

Calcula / para que las siguientes funciones sean continuas
en el punto donde cambia su definicién. Estudia después
su continuidad:

x> =25 .-
e = o BLRS
13 si x=5
x2—x o
b)f(x ={—_2+x—2 six=l
k si x=1

Estudia la continuidad de las siguientes funciones. Repre-
séntalas:

oy si x<3
yx+1 si x=3

x S
B0 = {lo (o — 2) si x>4

Determina « y b para que esta funcién sea continua:

a) flx) =

3x+b si x<—2
si —2<x<3

ax—2 si x>3

S =

Calcula los siguientes limites:

a) lim A3 b) lim %=
X—4o0 X X = 400 [x2+1
)7 100x d i 3x

C) l’Zloo 2 ) x—z]-?—zoo ,4_x3

s/2x +1

Mo N X — 2

3/.6
& oy A =1% £ 4

X0 4y —2

Halla las ramas infinitas de las siguientes funciones expo-
nenciales y logaritmicas:

a) y=2%+3 b)y=1,5"-1
y=2+e* d)y=¢"+1
e) y=log(x—3) By=1-lnx

g y=inQx+4) h)y=ln (x* + 1)

3 > |

[ ]
°
—~
—
g
B
=)



36

37

38

39

40

41

42

jercicios y problemas propuestos

Halla el limite de las siguientes funciones en los puntos
que anulan su denominador:

3
2) fx) = 2x —13x +24x -9
—6x2 + 9x

4x3 +3x* —16x—12

b =

)¢ —2x%*—4x+8
% +6x —-32

) ) = x4+ 2x3— 8x2

¢Cuiles son las asintotas de £, de ¢ y de 4?

Halla las asintotas de las siguientes funciones y estudia la
posicién de la curva respecto a ellas:

- xir6x2-7 _ 2 —2x*+3x-6
N DS =y
c)f(x) = 2x3+x;__48x—1 d)f(x) _ X —4x ~+§x 12

’ 2
Calcula el limite de la funcién f(x) = xT"'?’ cuando

x— 0, x = +o0 y x — —oo. Di cudles son sus asintotas
y sittia la curva respecto a ellas.

En una empresa se hacen montajes en cadena. El niimero
de montajes realizados por un trabajador sin experiencia
depende de los dias de entrenamiento segtin la funcién

_ 30z .
M) = o (¢ en dias).

a) ;Cudntos montajes realiza el primer dfa? ;Y el décimo?

b) Representa la funcién sabiendo que el periodo de en-
trenamiento es de un mes.

c) ;Qué ocurrirfa con el nimero de montajes si el entre-
namiento fuera mucho mds largo?

El niimero de peces de una piscifactorfa evoluciona segtin

la funcién f®) =50+ % (¢ en dfas).
+

a) Comprueba que la poblacién aumenta la primera se-
mana.

b) Averigua si el crecimiento serd indefinido o tiende a
estabilizarse.

Determina el valorde # yde 4 de modo (iue las rectas x=3

3 ax+3

ey=- sean asintotas de la funcién f(x) = e 4

¢Puede tener asintota oblicua?

nx-1) six>

valorde « yde & para que f sea continuay su gréfica
pase por el origen de coordenadas.

Dada la funcién f(x) = {Zx vax+h six< 2, calcula el

43

44

45

46

47

48

Observa la gréfica de las siguientes funciones y describe
sus ramas infinitas, sus asintotas y la posicién de la curva

respecto de ellas:
i\:!‘—" 1T

a)[ 1] _l\/)f b)

L[]

N
: \ i o
\

e INEEN L]

‘
[ \R

Representa, en cada caso, una funcién que cumpla las

condiciones dadas.

a) lim_f(x) = —eo;
im ) =3, flx) <3;
b) lim, () =—eo;lim_fi6) = oo
Jim f0) =1, f) <1 lim_f) =1, fi) > -1

c) Asintota vertical: x=1

lz’nlz_ o) = ‘lz'nlz+ fx) = —co

.lz'mrf(x) = 4oo
oy fo) =

Asintota oblicua: y=x+2

diferencia [f(x) —y] <0 si x— oo
d) .lz'ml“f(x = —oo; .11'7711_f(x) = +4oo
Jim f6) =2, fl)>2 lim flx) =2, flx) <2

Considera las funciones y = sen x e y = cos x definidas
en el intervalo [0, 2x]. Halla las asintotas de las funciones

= = = itda |
S = ——; gl = h(x) 2c'osx y situa la
curva respecto a ellas
2
Calcula el valor de # para que x{z:qzmsx—_ls—ﬁ —ax sea
un ndmero real. 1
Halla los siguientes limites (utiliza la calculadora).
X3

M LSy
o) lim e —1 d) lim In(Q2x+3)

Xk X — 400 x2

e lim (2*—x9

X — 00

f) tm (0,75 - x?)

3 2
La funcién flx) = %M es discontinua en x =3
y x=-3. %"=9

Estudia el tipo de discontinuidad que presenta en esos
q
puntos segin los valores de .



jercicios y problemas propuestos

Para Ppracticar

W Tasa de variaciéon media

1 Halla la tasa de variacién media de estas funciones en el in-
tervalo [1, 3] e indica si dichas funciones crecen o decrecen
en ese intervalo:

a) flx) = 1/x
Df ) =x2—x+1

b) flx) = (2 - x)3
d) f) = 2

& a) Halla la TV.M. de las funciones S =2 4+5%_3 y

1
x+1
b) Calculala T.V.M. de esas funciones en el intervalo [1;1,5]

utilizando las expresiones obtenidas en el apartado ante-
rior,

en el intervalo [1, 1 + h].

gx) =

3 Compara la TV.M. de las funciones f(x) = 3 y g(x) = 3*
en los intervalos [2, 3]y [3, 4], y di cudl de las dos crece mds
en cada intervalo,

4 Esta grifica muestra la longitud de un feto durante e em-
barazo. Estudia el
crecimiento medio
en los intervalos 401
5,151 y [20, 30] y
di en qué periodo
es mayor el creci- 201
miento: 10

50 ONGITUD|(c

301

5 10 15 20 25 30 35 40
N Definicién de derivada

S Halla la derivada de las siguientes funciones en x = 1, uti-
lizando la definicién de derivada:

a) flx) = 3x% - 1 b) f(x) = (2x + 1)2
) flx) = 3/x d) flx) = 1/(x + 2)2

"8 Aplica la definicién de derivada para hallar a pendiente
de la tangente en x = 2 de las curvas flx) = 4x — x2 y

.
£0) = 3x-7"

Observa la grifica de S enla que se
han trazado las tangentes en x = —3,
x¥=0y x=4 yresponde.

a) ;Cudl es el valor de F3), £1(0)

y f4)
b) ;En qué puntos es F)=0°

©) En x=1, ;la derivada es positiva
0 negativa? ;Y en x = 3?

8 Halla la funcién derivada de las siguientes funciones, apli-
cando la definicién:

) i) = B2=3) b) A = 2 + 7x— 1

o) fx) = x3 — 5¢ d) fl) = 2=1

M Reglas de derivacién

9 Halla la funcién derivada de las siguientes funciones:

VD=L 072 he b)) - 3 aos @x+m)

x2
+1

d) ) =

£) Ax) = x sen —;—

) fl) = 5L+

S = dp i

g flv) = &_1_7 ) A%) = bn 3x 4 e

i) flx) = égz‘x ) ) = 3 arc sen 2x

10 Aplica las reglas de derivacién y simplifica si es posible,
4
Kby fe - (L+3)
_ e e
PRV CREatad
/ 3
INOfG) = (5] -2

MDA - 1
) flx) = zzrctngz

Na) A1) = (523
79 A1) = Y(6-x)2

3
79 fi) = i

><g) S) =3 cos? 3x
7)) Sl = V7 Inx

11 Deriva las siguientes funciones:

Xa) Ax) = Yare cos & %/b) S) = log (sen x?)
o) S) = sen? x 4 oc0sx d) fl) = 24{5_';1
P = g Y6 ) - 3 an (bn )

18 f19) = e W) = are g 1=

—X

D f) = 7 + 255 ) A = Z:\:

X

18 Aplica las probiedades de los logaritmos antes de aplicar
las reglas de derivacin, para obtener la derivada de estas

funciones:
_ x
b) fx) = In /xz -

2
a) fx) = In %
d) ) = log GWT—W

£) f) = log %

) flx) = bn (x - e™)

e) flx) = log (tg x)?



M Recta tangente y recta normal

13 Halla la ecuacién de la recta tangente y de la recta normal a
la funcién £ en el punto de abscisa indicado en cada caso.

a)f(x)=x2—5x+6 en x=2
b)f(x)=m en x=3
Q) f() = 25% en x=-1
X
d) flx) = lnx en x=e%
e) f(x) = sen (x+%) en x:%

14 Halla los puntos en los que la pendiente de la recta tangen-
te a cada una de las siguientes funciones es igual a 2:

a)y=x2—2x . b)y= fo
o y=4yx+3 d)y=Iln(4x-1)

15 Escribe, en cada caso, la ecuacién de la recta tangente a f;
que sea paralela a la recta dada.

\ a)f(x)=x2+4x+l paralelaa 2x+y+1=0
l b) f(x) = x% —3x paralelaa y=6x+10

! o) flx)= ’;:g Paralela a5x—y=0

‘ 16 Escribe las ecuaciones de las rectas tangentes y de las rectas
normales a la funcién y =4 —x* en los puntos de corte
con el eje de abscisas.

\ g :
| 17 Obtén los puntos donde la recta tangente es horizontal
y escribe su ecuacién.

} a) y=3x>—2x+5 byy=2x3-3x*+1
c)y=x4—4x3 d)y=x3—12x
el e 22
9= W= g

M Puntos singulares. Crecimiento y decrecimiento

18 Halla, en cada caso, los puntos singulares de la funcién y
determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

) fl)=x>—8x+3 b) Alx) = 12x - 3x?
o) flx) = —x3i —3x2 d) f(x) = 23 + 6x% + 12x
O f) = 2 £ i) = £=1

19 Comprueba que las siguientes funciones no tienen pun-
tos singulares y determina los intervalos donde crecen o

decrecen:
&) = Jx d)y=Ilnx

a)y=x3+3x -b)y=%
|

20

el

Halla los puntos singulares de las siguientes funciones y,
con ayuda de las ramas infinitas, determina si son mAaximos
o minimos:

a) y=x3—2x> +x+2 b) y = 3x%— 3

Q) y=xi-8x2+10 d)y=-3x%—12x
__3 £y £+d

9 7 xZ+1 )}l X

Indica en cada una de estas funciones los valores de x en

los que f" es positiva y en los que f* es negativa:

a) 1T b1 TmIr o " ]
-2 . e L L/

S EE) NS ;

24 \ | - N /| A’
yEEER) [ ) 1

M Graficas de funciones polinémicas y racionales
\

22

23

24

25

26

Representa una funcién y = f{x) de la que sabemos que:
* Es continua.

° xé’;zzwf(x) = +o0; x[_z:yzzoof(x) = —o0

e Sus puntos de tangente horizontal son (-3,2)y (1, 5).

Indica si los puntos de tangente horizontal son maximos
o minimos.

De una funcién polinémica sabemos que:

o lin 19 = s Ui f0) = v

* Su derivada es igual a 0 solo en (-2, 2) y en (2, -1).
* Corta a los jes solo en (0, 0) y en (4, 0).

Represéntala graficamente.

Representa una funcién continua y = f(x) de la que sabe-
mos que:

e Sus puntos de tangente horizontal son -1,-2)y (1, 2).

* Sus ramas infinitas son ast: —— i

Comprueba que la funcién y = (x— 1)* pasa por los pun-
tos (0, 1), (1, 0) y (2, 1). Su derivada se anula en el punto )
(1, 0). ;Puede ser un maximo o un minimo ese punto?

241

Comprueba que la funcién y = x—x— tiene dos puntos

de tangente horizontal, (-1, -2) y (1, 2); sus asintotas son
x=0 e y=x ylaposicién de la curva respecto de las
asintotas es la que se indica en la ilustracién. Represéntala.

Y|

°
°
AV
~
g
g
=}



jercicios y problemas propuestos

N

7 O [ H @R Para resolver

.................Q...............O..........

[
|
N
|

!\ i O o O B O O O A R 32 a) Halla el vértice de la pardbola y = x? + 6x+ 11 teniendo
_-—_4\;— 2 | 4 X WP / en cuenta que en ese punto la tangente es horizontal.

(5]

b) Halla las coordenadas del vértice de una pardbola cual-
quiera y = ax? + bx + c.

IO A T

LA i
Observa estas gréficas y describe: 33 Determina la pardbola y = ax® + bx + ¢ que es tangente a
larecta y=2x—3 enel punto A(2, 1) y que pasa por el
punto B(5, -2).

a) Sus ramas infinitas, asintotas y posicién de la curva con
respecto a ellas.

b) Sus puntos singulares, crecimiento y decrecimiento. 34 Halla el valor de x para el que las tangentes a las curvas
7=3x*=2x+5 e y=x%+ Gx scan paralelas y escribe las
ecuaciones de esas tangentes.

2
28 Dada la funcién y= %x comprueba que:
x“+1

* Tiene derivada nula en (0, 0). - 35 Hallaa, by cen flx) =x> + ax® + bx + ¢ de modo que
*Larecta y=2 esunaasintota horizontal. la grifica de f tenga tangente horizontalen x=—4 yen
* La posicién de la curva respecto a la asintota es: x =0 yque pase por (1, 1). i
Six = —oo, y<2 36 La ecuacién de la recta tangente a una funcién f(x) en
Si x = 4o, y<2 el punto de abscisa x=2 es 4x—3y+1=0. ;Cudlesel
Represéntala. valor de f'(2)? ;Y el de £(2)?
29 Completa la gréfica de una fun- it 1 37 Halla una funcién de segundo grado sabiendo que pasa
cién de la que sabemos que tiene i por (0, 1) y que la pendiente de la recta tangente en el
tres puntos singulares: i - punto (2, —1) vale O..
-3,22), 0,0), (3,2 |, # 38 Representa las siguientes funciones hallando los puntos
2 ( ) > 2 o oo v p g p
o = . singulares y las ramas infinitas:
y que sus ramas infinitas son las I I 2) f() = 3% — 3% 4 1 b) flx) = x4 + 4x3
representadas a la derecha. ' ' 9 f) = 1263 0) f3) = =t + 42
30 Representa una funcién y = f(x) de la que conocemos: B9 Estiidiay sepresenta,
* Dominio de definicién: IR — {0} )y =5Pe-Bis 3
* Cortaal eje X en x=1. b) y = 2% — 952 + 24x — 20

° Asintota horizontal: y=0 o) g=tP it — B~ 1
Si x = +o0, fl¥) <0 d)y=x4—8x2+2
Si x = —o0, flx)<0

° Asintota vertical: x=0
Six = 0% flx) > +oo

Six = 07, fl 5 -

40 Comprueba que estas funciones no tienen puntos de tan-
gente horizontal. Represéntalas estudiando sus ramas infi-
~nitas y los puntos de corte con los ejes: |

-3 |
* Minimo en (2, -1). a) y= fﬁ_z b)y = xT
31 Representa y=f{x) de la que conocemos: ) y= %3 + 4x d)y= #
° Asintota vertical: x=2 -2 !
Si x = 2%, flx) = —oo 41 Estudia y representa las siguientes funciones:
Six = 25, fl o +00 a) y= 2x16 . b)y = 1x2
X~ - =
* Asintota oblicua: y = x/2 e d (x —xl)z
Six = oo, flx) </2 | - x*—6x+5 D= x+2
Six = —eo, flx)>x/2 & y- 2.1 By = 22
e Cortes con los ejes: (0, 1), (-2, 0), (3,0) x+2 1—x2
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44
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49

Halla las asintotas, los intervalos de crecimiento y de de-

crecimiento, los mdximos y los minimos y representa las
siguientes funciones:

2
N b)y= — %" _
) ¥ x*—4x+3 )y (x —2)%
_xt—x+l _ x%-5
3= *+x+1 )y= 2x—4

Calcula el valor de @ para que f(x) = /n (x’fa
que f'(2) = 0.

Dada f{(x) = 2x3 + 12x% + ax + b, halla el valor de « y b
para que la recta tangentea fen x=-2 sea y=2x—3.

) verifique

Halla el valor de % para que la tangente a la grifica de la
funcién y=x?>—Sx+ % en x=1 pase por el origen de
coordenadas.

Halla los puntos de la grifica de f(x) = x> — 3x? + x en los
que la recta tangente forma un dngulo de 45° con el eje de
abscisas.

Dada la pardbola y =5 + 6x — 3x%, se traza la cuerda que
une los puntos de abscisa x =0 y x=3. Halla la ecua-
cién de la recta tangente a la pardbola que es paralela a esa
cuerda.

El coste total (en dédlares) de fabricacién de ¢ unidades de
cierto articulo es: C(q) = 3¢* + 5q + 75
Clg)

El coste medio por unidad es: M(g) = e

a) ;Cudntas unidades se deben fabricar para que el coste
medio por unidad sea minimo?

b) Calcula C(g) y M(g) para el valor de ¢ que has ha-
llado en el apartado a).

La funcién flx) = % indica los beneficios obtenidos
+

por una empresa desde que comenzd a funcionar (f(x) en
miles de euros, x en afios).

a) Represéntala graficamente.

b) Al cabo de cudnto tiempo obtiene la empresa el benefi-
cio méximo? ;Cudl es ese beneficio?

c) ¢Perderd dinero la empresa en algliin momento?

Aplica la regla de L'Hopital para resolver los siguientes li-
mites:

a) lim £ =1 b) tim BX
x—0 Senx x—0 5x
Inx , &
2 "’/‘l’q’” x%+5x -1 9 xé@“ In(2x +1)
e) lim X—Senx ) lim _senx
X0  Senx x—0 X +1g x

51

53

54

5§85

56

87

58

Halla los limites siguientes:

a) lim 1—cos x

! ( - 1)2 b) lz'm 4[x—ln(l+x)]
x=0 (¢¥ —

x=0 xn(l+x)

Dada la funcién f(x) = ax? + bx, halla 2 y & para que
S pase por el punto (1, 3) y en ese punto la tangente sea
paralela a la recta y = 4x + 1.

Determina, en cada caso, los valores méximo y minimo de
la funcién en el intervalo que se indica.

a)y=x2—6x—4, x € [0, 5]
b)y=x3—6x2+12x—5, x € [-1, 4]
c)y=x3—3x2, x € [-2, 4]

d)y=—F—; 2€[0,2
)y x4+l #=10:2]
Halla los mdximos y los minimos de las funciones y = sen x

e y=cosx en el intervalo [0, 2x].

Estudia el crecimiento de las siguientes funciones y di cu-
les son sus mdximos y sus minimos:
2
.
b)y= x:

dy=xlnx

a) y=(x*—3x+ 1)e*
Q) y=In(x*+1)

Prueba que existe un punto de la curva y=arc tg % en
el que la recta tangente es paralela a la bisectriz del primer

cuadrante.

Estudia la continuidad y la derivabilidad de estas funciones:

9 .
x“=2x+1 si x<2
a) f(x) =
)f() {—2x+5 si x>2

b) ¢(+) = 2x—5 si x<3
B = yx—2 si x23

o) /7(x)={e;+2 si x<0

x“+x+3 si x>0

Calcula, en cada caso, los valoresde m y n para que las
funciones siguientes sean derivables en IR:

2) ) = {x2—5x+m si x<2

—x2 ¢ nx si x>2

2 .
b _ |mx +nx—3 si x<1
) g0 {2nx—4 si x21

(x—1)% si x<0
si x>0

c)b(x)={

mx +n

si x<=2

2—nx—4 si x>-2

)76 = {mx2 +3x

°
°
(aV4
r—
3
g
B
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Para practicar

9&9$'ﬂ096000.0.QCOOOQQOOCOOQCQGO.Dﬁ"ﬁ.’%.’ﬂ’

B Numeros racionales e irracionales

1 Clasifica los siguientes nimeros indicando a cudles de los
conjuntos N, Z, Q o R, pertenecen:

S /j,&._ . 3. 47, &
5) 7) 4) 2) Jg) J_S" 4)7) 2

2 ;Cuales de estos nimeros son irracionales? Expresa como

fraccién los que sea posible.
2) 3,181818... b) 1.7

o V8 d) 1,020020002...
e) —4,0333... f) 381

¢) 1,3999... h) 2n

;Qué ntimeros irraciona-
les representan los pun-
tos: A, B, Cy D?

Justifica la respuesta.

B8 intervalos y valor absoluto

4 Representa graficamente y expresa como intervalo o como
semirrecta los nimeros que cumplen la condicién dada en
cada caso.

a) ¥ es menor que —5.

b) 3 es menor o igual que x.

) x estd comprendido entre >y 1.

d) x estd entre ~2 y 0, ambos incluidos.

e} x es mayor o igual que -3 y menor que 2.

5 Escribe la desigualdad que verifica todo ndmero x que per-
tenece a estos intervalos o semirrectas:

a) [-2,7] b} [13, +e0)
d) (-3, 0} e) [3/2, 6)

) (_°°a 0)
£) (0, +o0)

& Expresa como un Gnico intervalo.

a) [-3,21 N[0, 5] b) [2, +e0) M (0, 10)

7 Expresa en forma de intervalo los ndmeros que cumplen
cada una de estas expresiones:

a) |x| <7 b) x| 25
d)|x—-1]<6 e |x+2|>9

c) |2x| <8
£)|lx=5]21

8 Fscribe mediante intervalos los posibles valores de x para
que se pueda calcular la raiz en cada caso.

a) yx—4 b) y2x +1
d) {3-2x e) y—x—-1 £y [1+%

9 Expresa como un nico intervalo.

a) (1,6] U [2,5)
o (1,61N[2,7)

b) [-1, 3) U (0, 3]
d) [-1, 3) N (0, 4)

10 Escribe en forma de intervalo los siguientes entornos:

a) Centro -1 y radio 2 b) Centro 2 y radio 1/3

11 Describe como entornos los siguientes intervalos:
a) (-1, 2) b) (1,3; 2,9)
C) (_2)2; 032) d) (—4; _2)8)

¥ radicales

12 Introduce los factores dentro de cada raiz.

2) 233 b) 43&

33/25 4
d)ssx/: 0 244

13 Saca de la rafz el factor que puedas.

2 [3x
C)x 8

£) %SJB

a) ¥16 b) 448 ) 1000
305 1254* 1.1
d) ¥8a e) eh £) it
/;.6, J4d’ + 4 N a4
g) 3 h) y4a* +4 i) 9+ ¢
14 Simplifica los siguientes radicales:
a) Y24 b) 427 o) ¥-108

a3 - 4[81 £) 8625 :425
=y ¥y~ =) ; V()4 LA PR |

g) 50,027 h) 80,0016

N o4f1e 2
i) 4/1+ TG
15 Reduce a indice comiin y ordena de menor a mayor.

) 45, ¥3, {2 b) ¥6, ¥4
C) 41/3’ m d) 4&6: 5‘/53 6\/]«_0'0

16 Realiza la operacién y simplifica, si es posible.

4, (27 L
p4ms w2 [T o}

d) (¥12)* e) (432)? £)¥24:33
17 Efecttia y simplifica, si es posible.

2) 423 b)%/ﬁ.ijglz_.ﬁ

<) (%3—)3 d) ¥243:4%4

18 Expresa con una tnica raiz.

a) Wi b) %248 o) (4@5&2)«/5



19 Racionaliza los denominadores y simplifica,

203 2 2-1
Y T8 % )57
3 72— 8 5

V375 )T ;)

20 Calcula y simplifica.
) SVT25+ 645 7 20+ 350
b) 3 16+75ﬁ—%5?—3}3@3
) =54 +3y24 - 150 + y294

&1 Simplifica las siguientes expresiones:

a) 18+ /12~ 27 + {72
o (24 /1,7 [8

1257 2V 45
3
0 Z48Ta- 23341 - 4

&2 EfectGay simplifica.
a) ({2+43)({6-1)
o) 2/5-3y2)

23 Racionaliza y simplifica.

b) (/5 ~V6) (/5 + /6)
d) (2-1)(2+1)43

a) 2\6‘\/z b) 2\/3*"/5 C) 1
J18 J12 2(y3-45)
& -3 o 13410 £ 346+242
J5-2 J5-32 3342
24 Efectta y simplifica.
a) 32 b) {745 _ V7 +45
B B3 s -5

B Logaritmos

&8 Expresa como potencia de la base y calcula aplicando la
definicién de logaritmo.

a) log, 1024 b) /og 0,001 c) ~log2 EIZ
d) logs 3 e) logs 3 £) log, 8
2 . 1
g) log 7 h) log, 1 ) In ?e—
&6 Calcula la base de estos logaritmos:
a) log. 125 =3 b) log, L.
1 L
c) log, i = 2 d) log, 2 = >
¢) log, 0,04 = 2 £) log. 4 = m-?_lm

a7

a8

a9

30

31

Calcula el valor de x en estas igualdades:
a) log3*=2 b) log x* = -2
c)7%=115 d)5%=3

e) log; 3x = 0,5 £)32+¥=172

Halla con la calculadora y comprueba el resultado median-
te potenciacién.

a) log {148 b)ln (2,310 o)l (7,2.107)
d) logs 42,9 e) logs 1,95 £) log, 0,034
Desarrolla las siguientes expresiones:

25(13 41,3 . ,5
) log 8 Y .
100¢ Jy
Halla el valor de x en estas expresiones aplicando las pro-

piedades de los logaritmos:
a)nx=Inl17+M13

b) log x = log 36 — log 9

) nx=3mS-2h10

d) logx =3 log2 - —é- log 25

Si log k = x, escribe en funcién de x.
k 3
a) log 1004 b) log 1060 c) log
d) log 10k ¢) log % £) (log )72

3& Averigua, en cada caso, la relacién entre x, 3, z.

a) logz=2 logx —log y

b) logz=2~logxm%~[ogy
c) logz=1- -%“ (log x — log y)
Dlnz=1-2lnx+2lny

& Notacidn cientifica y errores

38

Efecta y da el resultado en notacién cientifica con tres
cifras significativas. Determina también, en cada caso, una
cota del error absoluto y otra del error relativo cometidos.
2) (3:12:107+7,03.108,3.108
4,32.103
by (12,5107 -8-10%)(3,5-10 +185)
9,2.10°

"'C) 5,431.103-6,51.104+385.102

8,2.10%-2.10~4

&4 Expresa en notacién cientifica y calcula,

600003 .0,000024
1002.72000 000 . 0, 00025

eO
@
(]
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& Razones irigonométricas. Relaciones entre ellas _

1 Utiliza las relaciones fundamentales para hallar las demds
razones trigonométricas de los dngulos agudos o, B y 7.

a) cos 0= {513 b) sen 3 = 3/5 otgy=3

2 Copia en tu cuaderno la siguiente tabla y complétala calcu-
lando las razones trigonométricas que faltan en cada caso:

sen 0. | cos0Q, | tg0

0° < ¢ < 90° 0,3
90° < o < 180° -0,6
180° < o < 270° | 2
270° < 0. < 360° -5

3 Halla, en cada caso, las razones trigonométricas de ot:
b) cos o = 5/6; tg 0L < O
d) cos 0. = —y/5/4; sen 0, < 0

a) sen O =—2/3; cos 0, < 0
) tg = 2,25 sen & < 0

4 Sabiendo que cos 0= 0,8 y sen 0= 0,6 calcula:
) cos (180° + ) b) serz (180° ~ o)
c) tg (-0) d) sen (90° — o)

e) cos (90° + ) £) g (90° — o)

5 Sisabemos que sen 42° = 0,67, cos42°=0,74 y 1g42°=0,9,
di el valor de las siguientes razones trigonométricas sin uti-
lizar ia caicuiadora:
a) cos 48°
d) ¢ 318°

b) sen (—48°)
e) cos 222°

c) sen 138°
f) tg858° .
& Expresa con un dngulo del primer cuadrante las signientes

razones trigonométricas y di su valor exacto sin usar la cal-
culadora: ’ '

a) sen 135°
d) cos 1845°

b) cos 240°
&) g 11257

0 12 120°
£} sen (~120°)

¥ Halla con la calculadora el valor del dngulo o
a) sen 0L =—0,75; o <270°
b} cos o = -0,37; o > 180°
o) g0 =138 senat <0
d) cos 0t = 0,23; sen 0. <0

8 a) Representa undngulo o tal que cosOL=‘-—% y sen 0. <0,
Halla sen ot y #go.

b) Di el valor de las razones siguientes:
tg (180° — 00); cos (90° — o); sen (180° + 1)
sen (—0U); g (90° + 0)); cos (360° — )

# Resolucion de tridngulos rectangulos

9 Para llegar a una altura de 3 m, apoyamos una escalera
formando un dngulo de 60° con el suelo. Halla la longitud
de la escalera y la distancia desde su base hasta la pared.

10 Una persona que mide 1,78 m proyecta una sombra de
85 cm. ;Qué 4ngulo forman los rayos del sol con la ho-
rizontal?

11 Un méstil estd sujeto a tierra con dos cables de 12 m que
forman 4ngulos de 50° con e suelo. Calcula fa altura del
mistil y fa distancia de la base a los puntos de sujecci6n.

12 En un tridngulo isésceles, el lado desigual mide 10 m y el
4ngulo opuesto es de 40°. Halla el perfmetro y el drea del
tridngulo.

1% Calcula la altura trazada desde C en cada uno de los
tridngulos siguientes:

) ¢ b) c

8 %) &

) B

18 o

A A

14 Halla, en cada caso, la proyeccién de un segmento de
20 cm de longitud sobre una recta » con la que forma
un dngulo o

a) o = 20° b) o = 45° <) o =80°

18 Calcula el 4rea de un paralelogramo cuyos lados, de 9 cm
N T 1. do £50

7 AU wddsy aLAALIALL LS A

16 El tejado de una casa tiene la forma y las medidas que se
indican en la figura. Calcula la distancia AB.

1% Desde un punto P exterior a una circunferencia se trazan
las tangentes que forman entre sf un dngulo de 40°. Sila
distancia de P al centro de la circunferencia es de 15 cm,
scudl es su radio?

18 En un tridngulo ABC, rectingulo en 4, se conocen un
cateto y la altura sobre la hipotenusa:

AC =15m AD =12m
Halla los lados y los dngulos del tridngulo.

1% Las bases de un trapecio isdsceles miden 18 cm y 26 cm,
y los lados iguales, 14 cm. Calcula sus dngulos y su drea.



B Resolucién de triangulos cualesquiera

20

21

23

23

a4

Aplica el teorema de los senos para resolver el tridngulo
ABC en los siguientes casos:

a) A =55, B=40°, c=15m
b)A=50°, 2=23m, ¢=18m
A=35°, C=42°, b=-17m
b)B =105, b=30m, a=18m

Aplica el teorema del coseno para hallar el lado # del tridn-

gulo ABC, enelque A =48°, 6=272m y c=153 m.

Halla los dngulos del tridngulo ABC enel que a =11 m,
b=28m y c=35m.

Resuelve los siguientes tridngulos

a) b=32cm, a=17cm, C =40°

b)a=85cm, ¢=57cm, B=65°

cJa=23cm, b=14cm, c=34cm

Resuelve los siguientes tridngulos:
a)a=100m, B=47°, C=63°
b)o=17m, A=70°, C=35
Qa=70m, b=5m, C=73°
d)a=122m, ¢=200m, B=120°
ea=25m, b=30m, c=40m
fYa=100m, #=185m, ¢=150m
Qa=15m, b=9m, 4-=130°
hyb=6m, ¢=8m, C=57

Para resolver

PEOREOLEEEBOCLOLEEBOBLEORCEECGEGCHOOEE0HGOOE B

as

26

a7

a8

El radar de un barco detecta un objeto no identificado a
40 m de profundidad y en una direccién que forma 15°
con la horizontal. ;Qué distancia tiene que recorrer un
buzo para llegar desde el barco hasta el objeto?

Dos senderos rectos se cruzan formando un angulo de 60°.
En uno de ellos, a un kilémetro del cruce, hay una fuente.
¢Cudl es la distancia mds corta que hay desde la fuente al
otro sendero si vamos campo a través?

Una antena de radio estd sujeta al suelo con dos cables que
forman con el suelo dngulos de 36° y 48°. Los puntos de
sujeccién de los cables estdn alineados con el pie de la an-
tena y distan entre si 90 m. Calcula la altura de la antena.

Un faro de 20 m de altura esté colocado sobre un promon-
torio. Un barco ve el pedestal bajo un dngulo de 15° y el
faro, bajo un dngulo de 40°. Calcula la altura del promon-
torio,

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

Dos barcos salen simultdnea-
mente de un punto P con
rumbos de 62° y 25° respecto a
la Iinea de costa. El primero lle-
va una velocidad de 7,5 nudos,
y el otro, de 9 nudos. ;Cudl serd
la distancia entre ellos al cabo
de una hora de navegacién?

Para hallar el 4rea de una parcela itre- g1

gular, hemos tomado las medidas in-

dicadas en la figura. ;Cudl es su 4rea? g,
o

5N

A

Dos fuerzas de 18 N y 30 N acuiian sobre un pﬁnto for-
mando un 4dngulo de 45°. Calcula la intensidad de la re-
sultante y el 4ngulo que forma con cada una de las fuerzas.

Desde un punto P observamos un avién que se acerca
bajo un 4ngulo de 30°. Quince segundos después, el 4ngu-
lo es de 55°. Si el avién vuela 2 3000 m de altura, ;cudl es
su velocidad?

mals B0 T Desde la terraza de un edificio de
oo /50 - 150 m de altura medimos los 4n-

anfg N T gulos que se indican en la figura.
oo A N Calcula la altura del edificio mds
oo bajo y la anchura de la calle.

oo

Dos circunferencias secantes tienen radios de 6 cm y
10 cm. Sus tangentes comunes forman un dngulo de 40°,
Calcula la distancia entte sus centros.

En una circunferencia de 12 cm de radio trazamos una
cuerda de 20 cm de longitud. ;Cudl es €l dngulo corres-
pondiente a esa cuerda?

Calcula el 4rea de un octégono regular inscrito en una cit-
cunferencia de 10 cm de radio.

Calcula el 4rea de un hexdgono regular circunscrito a una
circunferencia de 15 c¢m de radio.

De un trapecio rectdngulo conocemos el lado oblicuo, que
mide 16 cm, la diagonal menor, 12 cm, y el 4ngulo que
esta forma con la base mayor, 50°. Calcula el 4rea y el pe-
rimetro del trapecio.

En un rectingulo ABCD de lados 8 cm y 12 cm, se traza
desde B una perpendicular a la diagonal AC, y desde D,
otra perpendicular a la misma diagonal. Sean M y N los
puntos donde esas perpendiculares cortan a la diagonal.
Halla [a longitud del segmento MN.,




40 Fl tridngulo ABC es rectdngulo en 4. p
C. Sabemos que el radio de la circun- m
ferencia mide 2 cm y CD = HBem. ¢ B

Calcula 4D y DB.

41 Para construir un tinel entre 4 y C necesitamos saber
su longitud y direccién. Para ello, fijamos un punto B y
tomamos las medidas indicadas en la figura. Caleula AC
y los dngulos BycC.

W
¥

42 Desde una torre de vigilancia de 25 m, observamos dos
4rboles situados en orillas opuestas de un rfo bajo un dn-
gulo de 15°. Los dos 4rboles estdn alineados con el pie de
Ja torre y la distancia de esta al rfo es de 50 m. Calcula la
anchura del rfo.

4% Ef un entrenamiento de fitbol se coloca el balén en un
punto situado 2 5 m y 8 m de cada uno de los postes de
la porterfa, cuyo ancho es de 7 m. ;Bajo qué dngulo se
ve la porteria desde ese punto?

44 Calcula, en este paralelogramo ABCD, el drea, las longi-
tudes de los lados y la longitud de la otra diagonal:

—~C
D
48 En un cuadrildtero ABCD B dm C
conocemos las medidas de los g
lados y de la diagonal BD. :: 3‘6
Caicul/g las medidas del 4n- 5
gulo B y de la diagonal AC. o D

46 Las diagonales de un paralelogramo miden 6 cm y 14 cm
y forman un dngulo de 75°. Halla los lados y los dngulos
del paralelogramo.

47 Dos 4rboles C y D se encuentran en la orilla opuesta
de un rio. Desde dos puntos 4 y B, situados en la orilla
donde nos encontramos, tomamos las siguientes medidas:

AB =100 m CAB = 82° DAB = 40°
DBA = 32° CBA = 25°

Calcula la distancia que separa a los dos drboles.

48 Resuelve estos tridngulos, teniendo en cuenta que puede
que no exista solucién, que la solucién sea Gnica o que
existan dos soluciones: '

a)a-3m;b—8m;g*25°
b)a=12,6 m; b=264m; B B = 124° 34’
c)a=82,6m; b=115m; A =284

Gue.ﬂ:i’ nes
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49 Si sen o =m y O es un dngulo obtuso, expresa en fun-

cién de m1:
a) cos O b) sz o c) cos (180° — o) d) % (—~o)
B0 Demuestra que en un tridngulo ABC, rectdngulo en\ 4,
se verifica:
b* —E 2 A 2 A
= cos* C —sen” C
Y b2+ c*
b) senB—cosC=0
) th gC=1

51 ;Existe algiin valor de 0= 0 que verifique 2 sen o = % o2
Justiticalo.

52 Prucba que en cualquier paralelogramo de lados 2 y & y
diagonales ¢ y d, se verifica:
v d?=2a? + 6%
® Aplica el teorema del coseno en dos tridngulos que tengan un

vértice en el centro del paralelogramo.

53 Demuestra que el drea de cualquier B
cuadrildtero es igual a la mitad del

C
producto de sus diagonales por el A

seno del dngulo que forman, ‘N

% Ten en cuenta que: SABCD = SAOB + SBOC + SCOD + SAOD

8 Demuestra que en un tridngulo
cualquiera ABC se verifica la si-
guiente igualdad:

24 - b = C =2R

sen A senB  senC
R es el radio de la circunferencia circunscrita al tridngulo.

* Traza el didmetro de la circunferencia desde uno de los vértices.
Aplica el teorema de los senos en los tridngulos ABC y BB'C.
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Férmulas trigonométricas

1 Sabiendo que cos 0L = ——«Z- y 90° < o, < 180°, calcula sin

hallar el valor de o

a) sen 20 b) zg %—
c) sen (0L + 30°) d) cos (60° — )
e) cos % £) zg (45° + o)

2 Calcula las razones trigonométricas de 22° 30" a partir de

las de 45°.

B Si cos78°=0,2 ¥ sen37°=0,6 halla las razones trigono-
métricas de 41° y de 115°.

4 2) Halla el valor exacto de las razones trigonométricas de
75° a partir de las de 30° y 45°.
b) Utilizando los resultados del apartado anterior, calcula
las razones trigonométricas de: 105°% 165°% 15% 195°
y 135°

8 Desarrolla, en funcién de las razones trigonométricas de
o, y simplifica las siguientes expresiones:

a) sen (45° + o) — cos (0. — 45°)

cos 20,
ros O+ sern OU

¢} (sen QL+ cos )2 — 2 sen O + cos 20

d) cos? % . sen® % + % cos® o

& Sabiendo que cos 0. = % (180° <00 <270°) y 5P = wgw
(180° < B < 270°), calcula #g a;B .

28 e =3 v o0<270°% halla sen @, coso y g 0.
54 P y Y &

8 Si 5g200= 46 y 0 <90° halla sen o, cosoLy 0.

9 Expresa en funcién de 0, y simplifica esta expresién:

sen’ —%— ~ cos? % +2s5en (90 — @)

10 Transforma las siguientes sumas en productos:
a) sen 65° + sen 35° b) sen 65° - sen 35°
c) cos 48° + cos 32° d) cos 48° — cos 32°

1 o ¥2 o
e) 5 +seﬂ50 | f) 5 +cos 75

B dentidades trigonométricas

i1

12

i3

ig

18

i8

17

Demuestra las siguientes identidades teniendo en cuenta
las relaciones fundamentales:

a) (sen o + cos 0% — (sen O — cos 02 = 4 sen O cos O

b) sen O - cos® Ot + sen® O = sen O

sen Ol sen®, __ 2
lscos, l—cosO sen O

d) cosQrsen Q&  h 900 =1 + sen 20,
cos O, — sen O,

Prueba que son verdaderas las identidades siguientes:

a) cos (x + 60°) — cos (x + 120°) = cos x
2+2 tg2 x

l——tgzx

Comprueba que se verifican las dos identidades siguien-
tes:

a) sen oL sen (0L + B) + cos O cos (0t + P) = cos B
b) sen(o+P) _ tgo+ig P
sen(0—B)  tgo—tg B

% En b), divide numerador y denominador entre cos o cos .

b) #g (x + 45°) —1g (x— 45°) =

Demuestra.
1 2
17 O =t
D) g g o sen 20
b) 2 #g O cos? % —sen O, = tg O
Demuestra.

a) cos (0 + B) cos (00— PB) = cos? B — sen® o
b) sen (0. + B) sen (0. - P) = sen® oL — sen” B

Demuestra fas siguientes igualdades:
2
a) 2sen 0. sen” O, _ oo,
tg20.  cosO
b) 12— cos 20,
sen” O+ cos 20

=21 o

¢) sen 200 cos O, — sen O, cos 20, = sen O
d 2 sen O~ sen 20, _ .2 O
)Zsena+:en20c g22

¢) sen 20

=tg O
1+ cos 20 <

Comprueba, sin utilizar la calculadora, las siguientes

igualdades.
a) sen 130° + sen 50° = 2 cos 40°

b) cos 75° — cos 15° = __gZ_



B Ecuaciones trigonométricas

18 Resuelve las siguientes ecuaciones:
b)3#?x-1=0
d)3gx+4=0

a) 2 sen® x = 1
) l—4cos’x=0

19 Resuelve estas ecuaciones:
a) 2 cos* x—senfx+1=0

b) sen? x — sen x = 0

c) 2cos®x— 3 cosx=0
20 Resuelve,
a) sen® x— cos® x = 1

b) cos® x— sen® x = 0
c) 2cos*x+senx=1

)31 x— 3 gx=0

&1 Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) sen (%ux) + cos(—g—m ): -%
b) sen 2x— 2 cos®> x = 0

c) cos2x—3senx+1=0

d) sen (4 +x) J2 senx=0

B2 Resuclve.

a) cos* X 4 éosx— = =0

1
2
b)tg2§+l=co:x

c) 2sen2% +cos2x=0

2

d) 4 sen® x cos®* x + 2 cos> x—2 =0

&3 Transforma estas ecuaciones en otras equivalentes cuya in-
cégnita sea #gx y resuélvelas:

a) senx+cosx=0
b) sen® x — 243 sen x cos x + 3 cos® x = 0

c) sen’ x + sen x cos x = 0

24 Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) 3 cos (—32—7—E~+x) +cos(x—m)=2
b) cos (—56—%—x) +sen x — 3 cosx =0

c) sen (%+x) + cos (%4-;5) =1

d) cos (%mx)— {3 sen (%—x) =1

&8 Resuelve las siguientes ecuaciones:
a) cos2x+3senx=2
b)sg2x-tgx=1,
¢) cosx cos 2%+ 2 cos> x = 0

d) 2 sen x = tg 2x
e) Bsen%+cosx—l=0

F) sen 2x cos x = 6 sen> x
g) tg(%—x) +igx=1

o

% Angulos en radianes

&6 Expresa en grados los siguientes d4ngulos dados en radianes:

2. 7m. Am.

G’ 35 9 51532

&7 Pasa a radianes los siguientes dngulos. Exprésalos en fun-
cién de 7

135°% 210°% 108°% 72° 126°% 480°
&8 Prueba que:

a) 4sen T & 2 cos &+ cosm =2

6 4
2n -
b)ZBn’n 3 +45en€ 2 sen 2 =3
2n 4 1lg

_ 4n _53

(:)s.e'n3 c06+ztg3+tg6-3

29 Halla el valor exacto de cada una de estas expresiones sin
utilizar la calculadora:

3

a)Scos%—cosO»chosn—-coy + cos 2m
b)sen%+sen%+senn
c) cos =% 5” +1g 431.'. tg 76?

I T n _ x
d)ﬁwsG +sen - 2cos4 ZBsenS

Comprueba los resultados con calculadora.

30 Halla las razones trigonométricas de los siguientes dngulos
e indica, sin pasara grados, en qué cuadrante est4 cada uno:

a) 0,8 rad b) 3,2 rad c) 2 rad d) 4,5 rad
e)n/8rad  f)7n/drad  g) 3n/5 rad h) 1,27 rad
* Ten en cuenta que: —5 ~1,57; n=3,14; 2L <47 27: 6,28.

31 En cada caso halla, en radianes, dos valores para el_angulo

o tales que:
a) sen O, = 0,32 b) cos ot = 0,58
o) igo=-1,5 d) sen o0 = - 0,63




Para resolver
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38 Representa las siguientes funciones trigonométricas:
a) y=—senx b)y=1+senx

d)y=1+cosx

C) ¥ = —cos X

B3 Asocia a cada una de las siguientes funciones la grifica que
le corresponde:

a)y=2senx b) y = cos 2x
o) y=2cosx d) y = sen 2x
1 1 1 I
AN AN N N
A \
ANL /e | B on N % x| \3ni/lom
2N/ 2N A |
-1 I 7
11
2 // Y 2 ‘\ 1(___
1 A 1 A
; \ 3
7 a\ | |3k om T\ P | 2w
1 p \\ p -1 2\ 2
_2 \,// i _2 ‘\’4/

B34 Halla los puntos de corte de las funciones y = sen x ¢
y =g

%5 En una circunferencia de 16 cm de radio, un arco mide
20 cm. Halla el 4ngulo central que corresponde a ese arco
en grados v en radianes.

%6 FEn una determinada circunferencia, a un arco de 12 cm
de longitud le corresponde un dngulo de 2,5 radianes.
:Cudl es el radio de esa circunferencia?

57 Halla, en radianes, el 4ngulo comprendido entre 0 y 2n
tal que sus razones trigonométricas coincidan con las de

197
5
38 Si en este tridngulo isdsceles sabemos que
cos O = -'/-45—', calcula, sin hallar el dngu-
lo o, el valorde cos .
A
39 En un tridngulo ABC conocemos B=45y cosA = ——;—.

Calcula, sin hallar los a';ngulos A y C, las razones trigo-

nométricas del dngulo C.

40 Si cos20. = _‘/33_ y iz’ﬂ_ < O, < 2n, calcula sen ot y cos O,

sin hallar el dngulo o

41 Demuestra estas igualdades:

tg O

¥ 1g 20— g Ol
b) sen 40 = 2 sen 20t (1 — 2 sen® )
¢) cos 40t + 2 sen® 20 = 1

42 Simplifica:

2) 2 cos (45° + o) cos (45° — Q)
cos 20

= ¢cos 20,

b) ser O, - cos 20, — cos O - sen 20,

43 Resuclve estas ecuaciones:

2) sen5x +sen3x _ |

b) sen3x +senx _
Cos X + €0 3x

cos 3x — cos x
) sen 3x—senx = cos 2x  d) sen 35— cos 3x = sen x—cosx

2 3

44 a) Demuestra que sen 3x = 3 sen x cos”™ x — sen” x.

b) Resuelve la ecuacidon sen 3x — 2 sen x = 0.

45 Demuestra las siguientes igualdades:

a) sen’ (—Q%E) — sen” (9‘_;?:&) =sen .- sen 3
b) cos? (—OL;—B) — cos? (%B—) = sen O, - sen 3

48 Resuelve los sistemas siguientes dando las soluciones co-
rrespondientes al primer cuadrante:

< [x+y=120° N [senx+cosym1

d, v

)}'enx—seny:% }1x+y=90°

9 xen2x+coszy=1 ) sen x +cos y=1
coszstmzy:l 4senx cos y=1

47 Sin desarrollar las razones trigonométricas de la suma o de
la diferencia de dngulos, averigua para qué valores de x se
verifica cada una de estas igualdades:

a) sen (x — 60°) = sen 2x

b) cos (x — 45°) = cos 2x + 60°)
¢) sen (x + 60°) = cos (x + 45°)
d) cos 2x — 30°) = cos (x + 45°)

48 En una circunferencia goniométri- Pla, b)
ca dibujamos los 4ngulos o y . m Qle, )
Llamamos = o —f. ' L8
a) ;Cudl de estas expresiones es ‘
igual a sen y?
Lac+bd W.bc—ad 1.ad—be IV .ab+cd

b) ;Alguna de ellas es igual a cos ¥?



Para practicar
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B Numeros complejos en forma bindmica.
Operaciones

1 Calcula.
Q) (3+2i) 2—i)-(1-7) (2-3i)
b) 3 + 2i (=1 + 7) — (5 — 4i)
) —2i — (4 —1)5i
d) (4 - 37) (4 + 3i) — (4 - 3i)

2 Los puntos 4, B, G D corres- | LT T L0
ponden a los afijos de los niime- S P
ros complejos 2y, %, 23, %4 LN LT

LD |

Efecttia y representa.
a) 5 24— % %3 b) (z, - zl)2
. 5(z — 24) d 31— %

Zz + 33 23 + Z4

% Calcula en forma bindmica.
2) B+3)(4-2i) by =243
2-2i 4+2i)(-1+4)

o) 2431(1-4)

d) EH + #13:2%1

4 Dados los ntmeros complejos z =1 —34, w=-3 + 24
£ =24 calcula:

a) zwt b) gt — w(t + 2) <) %t.
d) 2z -3t e) Sz+z’tw f) 72— wi?
w 3 2
8 Calcula.
a) ;37 b) l-126 o) i~7 d) 564 e) i—216

1, 43

& Dado el nimero complejo z = —5* 71’, prueba que:

A l+z+27=0 b)-;—=z2

7 Calcula m y n para que se verifique la igualdad -

(2 +mi)+ (n+5i)=7-2i

k'”: seaiguala 2 — 4.

8 Determina k para que el cociente 1
+i

9 Dados los complejos 2 —ai y 3 — bi, halla 4 y & para que
su producto sea igual a 8 + 4.

Bl Numeros complejos en forma polar

10 Representa estos nimeros complejos, sus opuestos y sus
conjugados. Exprésalos en forma polar:

b)y-1+14 )3 +i

g)-%i

d) -3 —i
h) 2+ 2¢3i

a) 1 —i

e) —4 f) 2i

11 Escribe en forma binémica estos niimeros complejos:

a) 2450 )3 O 2ise D170
€) 1w2) £) 5x700 g Liser h) 419¢-
12 Dados los nameros complejos: 2z = 2y70 % = 4120%

73 = 3315 calcula:

a) 2+ % v b) 2, - 23 C) 2 23

4 2 o 22 £y F1'%5

Zy Zy Zy
g) 7 h) 23 i) 24

13 Expresa en forma polar y calcula.

a) (-1-4)° by 41-43i o) Y64
d) ¥8: e) (243 +24)° £) (3 —4i)3

14 Calculay representa graficamente el resultado.
3
1-i 1+
a . b 3/
) (@ + i) X P
Calcula v representa las soluciones.

a) Y4—4y3i b) Y-16

16 Calcula pasando a forma polar.

a) (1+ iy3)® ) '("]%5'5"

[2-2i
9 -3 +34

17 Expresa en forma polar z, suopuesto —z y su conjuga-
do z en cada uno de estos casos:

™
i

o) ¥-27i

o) §-64

a) z=1—43i b) z =2~ 2i
Q) z=-243 +2i d)z=-5
) g="7i f)z=-3-4i

18 Representa los poligonos regulares que tienen por vértices

los afijos de las siguientes raices:
a) ¥i b) §~1 y 4243 +2i
~/§

19 Calcula 2° y 4z, siendo z-—5+ 2

/

’



I8 Ecuaciones y sistemas en ©

&0 Resuelve las siguientes ecuaciones y expresa las soluciones
en forma binémica:

a)z2+4=0 b)z?+z+4=0
Q)2?+32+7=0 d)z?-z+1=0
&1 Resuelve estas ecuaciones:
a) 2% +32=0 o bid-27-0
)23 +8i=0 dizt+4=0
&8 Resuelve las siguientes ecuaciones en C:
a) 2%+ 4i=0 b)22-2z+5=0
) 222 +10=0 d) 24 +132% 436 =0
&3 Obtén las cuatro soluciones de las siguientes ecuaciones:
A)zf-1-0 byz4+16=0 Q) zi-82=0
&4 Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:
3z—w=1~i Z+3w=8-3i
b
) {22—3&}:8-81' ){2z+w=6~i
Sz+4w=11; ‘n 122-5w=-54+2{
c) . d) .
3z —2w=11; 4zw-3w=—-3~—101‘

Para resolver

0&0.&00&0030599800.0QBGOCBQ.G.U..0.0QGD..COQ.

%8 Calcula 2 y 4 de modo que se verifique:
(@a+bi)? =3+ 44

26 Hallael vaiof de 4 para que el producto (3 — 67) (4 + bi)

sea un ndmero:

a) imaginario puro. b) real.

%7 Determina « para que (2 - 24)? sea un ndmero imagi-
nario puro.

28 Calcula x para que el resultado de (v + 2 + ix) (x—i) sea
un ntimero real,

39 Calcula el valor que debe tener # para que el médulo del

cociente M sea Sﬁ.
1—4 2

30 La suma de dos niimeros complejoses 3 + 7. La parte real
del primero es 2 y el cociente entre este y el segundo es un
namero real. Héllalos.

L Siz=0G%+ '+ 2+ 8+, 4 i1%(3 + £i), halla el valor
de % para que el médulo de # sea S.

& ;Para qué valores de x es imaginario puro el cociente
x—44 b)
X+

33

34

38

36

37

38

39

40

4]

42

43

44

45

46

Halla dos ntimeros complejos tales que su cociente sea 3, a
suma de sus argumentos /3, y la suma de sus médulos 8,

& Lldmalos v, y sp y escribe las condiciones que los relacionan.

El producto de dos niimeros complejos es 240 y el cubo
del primero dividido por el otro es (1/2)ge. Hallalos.

El producto de dos nimeros complejos es ~27 y uno de
ellos es igual al cuadrado del otro. Calctilalos.

Halla, en funcién de x, el médulo de # = %ﬂ—
— xi
Demuestra que |z] = 1 para cualquier valor de x.

Halla dos nismeros complejos conjugados sabiendo que su
suma es 8 y que la suma de sus médulos es 10,

Representa graficamente los resultados que obtengas al ha-
llar ¥-2-2/ y calcula el lado del tridngulo que se forma
al unir esos tres puntos. :

Dibuja el hexdgono cuyos vértices son los afijos de 4-64.
¢Obtienes el mismo hexdgono con los afijos de 4/647;
§64; §—64;>

Compruébalo y representa los resultados obtenidos.

Halla los ntimeros complejos que corresponden a los vérti-
ces de estos tridngulos equildteros.

\
\
\
X
Y .
‘ "
g S K
4 o /
;
/
;

¢Pueden ser las rafces de un complejo z los ndmeros 2,4,
21000, 21720, 22440 Y 23160? En caso aﬁrmativo, ha.[la Z.

& Comprueba si el dngulo que forman cada dos de ellas es el de un
pentdgono regular.

El niimero complejo 344 es vértice de un pentdgono re-
10 D40 5

gular. Halla los otros vértices y el ndmero complejo cuyas

raices quintas son esos vértices,

Una de las rafces ctibicas de un ntmero complejo z ves
1 +4 Halla z y las otras raices ctibicas.

Busca dos niimeros complejos Cuya suma sea —3 + 37 y
que una de las raices cuadradas de su cociente sea 2.

Calcula el valor que debe tener 4 para que el médulo de

3+ bi -
Y seaiguala 42,

Expresa cos 400 y sen 40. en funcién de sen o y

- cos @, utilizando la f8rmula de Moivre, Ten en cuenta que

@+ 6% = 4% + 4236 + 625 + 4ab3 4 A,




47

48

49

50

851

5&

53

84

55

56

8%

Un pentigono regular con centro en el origen de coor-
denadas tiene uno de sus vértices en el punto (2, ¥2).
Halla los otros vértices y la longitud de su lado.

El afijo de 3 + 2¢ es uno de los vértices de un cuadrado
con centro en el origen de coordenadas. Halla los otros
vériices y el drea del cuadrado.

Pueden ser z =2+ 4 2z =-2+1h z3=-1-2iy
z4 = 1 — 24, las raices de un nimero complejo? Justifica
tu respuesta. -

Sean A, B, C, D los afijos de los ntimeros 2z = 4;

1+4 144 1
—“";zzo; zz”‘—';zzl; 23 = ;l

a) ;Cudles son las coordenadas de 4, B, C, D?

b) Calcula dy = |z — 21l & = lon =225 o= lzy — 23} €
interpreta geométricamente €stos nimeros.

¢) ;Cudnto mide la linea poligonal ABCD?

Zl = zz.

Escribe una ecuacién de segundo grado cuyas soluciones
sean:

D l+iyl—i b)5i y ~5i
) 2-3iy 2+3i Dd—iy 142

Halla el valor que debe tener 7 paraque 1-2i seauna
solucién de la ecuacién 2% —mz + 5 = 0.

Resuelve estas ecuaciones:
a) 22+ 3i—-2=3+zi b)(5+i)z=3z+4i-2
A D2 d) (23 - Vg = 242 - 34

Halla los néimeros complejos z y w que verifican cada

uno de estos sistemas de ecuaciones: '
Zzrw=—1+2i

a)

z—w=-3+4i

b z+2w=2+1
iz+w=9+5i

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

) Ztw=—1+2i
iz+(1-Hw=1+3i

z—w=5-3i
b) {(2+i)z+iw=3—3i

Resuelve las siguientes ecuaciones:
)z +22-2=0 b)z>-32>+2z+5=0
Q) -7z -144=0 d)z4+222+2=0

Halla los ntimeros complejos cuyo cuadrado sea igual a
su conjugado.

B interpretacion grafica de igualdades
y desigualdades entre complejos

58 Representa y describe con palabras cada una de estas fami-
lias de nimeros complejos:

a) Rez=2 bylmz=1

c) Rez<0 d)-1<mz<3
¢) 2<Rez<5 f)lzl<3

g) Arg z = 45° h) 0° < Argz< 90°

B9 Representa los niimeros complejos 2 tales que z+ 2z =-3.
w Escribe = en forma bindmica, siimale su conjugado y representa
la condicién que obtienes.
60 Representa los nimeros complejos que verifican:
a)z=-2 b)lz+ 2] =3 o lz—zl=4

&1 Escribe las condiciones que deben cumplir los nimeros
complejos cuya representacién grafica es la siguiente:

a) b)ﬂmjz_m <) %/
1

1—3' 1 R I T sz 7
+

d) ) e) %3 £) ~

LA
7 % _3‘ '
1

wEn a), b) y ) esunaigualdad. En ¢} y d), una desigualdad.
En ¢), dos desigualdades.

Cyestiones tedricas

ﬂQDODQO09099*080DGBQQO‘OBS#@O@Q&BO&B@%&@GO@Q

82 :Se puede decir que un nimero com lejo es real si su ar-
¢ q ]
gumento s 0°?

63 Si 2= 1y, ;qué relacion tienen con z los nlimeros 7, 180°

Y T360°— el

54 Comprueba que:
Q) Zrw =2+ W

bzw=z w

) bz =Fkz, con kelR

88 Demuestra que ]

IS

lz A
=
86 El producto de dos niimeros complejos imaginarios, jpuc-
de ser real? Acldralo con un ejemplo.
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11 Dados los vectores u(3, —5) y v (-2, 1), calcula:
228+ 47 b LG+ v)- 2(- )

18 Halla el vector b tal que . c =32~ —b siendo a (-1, 3)
2
y C (7) _2)

1% Dados los vectores a (3 —2), b(~1 2) y ¢ (0, -5), calcula
m y n de modo que: ¢ =ma + nb.

14 Expresa el vector a(-1,-8) como combinacién lineal de

5G,-2) y 2(4, H%).

18 En una base ortonormal las coordenadas cic un vector
son v(2,-5). Halla las coordenadas de v en la base

B=((1,-1), (0, -1)).

# Producto escalar, Médulo y dngule
16 Dados los vectores x(5, ~2), ;(O, 3), z(~1, 4), calcula:
a)y Xy b)x«z Qy-z
17 Delosvectores U, v y w sabemos que:
- bl {?.\ — >
u(=1,1)% lv|=1; (u,v) =455 wlyvy

—

Calcula G +v y vew.

18 En una circunferencia de centro O y de radio 2 cm, se
inscribe un hexdgono regular de vértices 4, B, C, D, E
F. Calcula los productos:

a) OA4 - OB b) O4 - OC
) AB « ED d) BC - FF

19 Dados u(2,3), v{-3, 1) y w (5, 2), calcula:
a) (Bu+2v)sw b)) hew—vew
9« Vw d) U(v + V)

&0 Si A, By C son los vértices de un tridngulo equxlatcxo
~delado 1, calcula:

a) AB « AC b) 248 « (-3A4C)
o) (AB + AC) « 4B d) Q4B -34C) - 4C

21 Comprueba si las siguientes parejas de vectores son pet-
pendiculares: -
a) E(O’ I)) _\:(2> 4) b) E(O: 7)7 -""("'Sx 0)
9 u(2,5), v(5,2) d) a3, 6), v(-2,1)

28 Obtén, en cada caso, un vector paza!elo y otro perpendi-
cular al vector dado,

a) u(0,3) b)u(-s, 0) o u(3,8) d) E(—l, —~1)

EN

a3

&4 H

s8

a6

a7

&8

a9

30

81

32

33

> o
Caleula £ para que el producto 1 + v sea igual a 0 en los
siguientes casos:

2) 16, B, VL, 3) b)ﬁ(%,mz), T 3)
Q) u(-3,-2), v(5 4 d) ulk, —k), v(5,5)

alla el médulo de cada uno de los siguientes vectores:
u(3,2) v(-2,3) w(5,0)
Halla el valor de m para que el médulo del vector

E(%, m) sea igliala 1,

- - s
Dada la base B = (u, v) donde u(3,-4) y v(0,-8),
determina, en cada caso, una base B’ de vectores unitarios
tales que:

a) Los vectores de B’ sean paralelos a los de B.

b) Los vectotes de B’ sean perpendicularesa u y v.

Dado el vector u(-S, #) calcula # de modo que:
a) u sea ortogonal a V{4, -2).
b) El médulo de 1 sea igual a 34.

-
Dado el vector u(5, 12), determina:
. . ' > "
a) Los vectores unitarios paralelosa u,
b) Los vectores ortogonales a2 u  que tengan el mismo
médulo que u,

c) Los vectores unitarios y perpendiculates a u.

Halla un vector de médulo 50 que sea pelpcndlcul'u al
vector a(8, 6).

Halla el dngulo que forman estos pares de vectores:™
2) 0(3,2), v(1,-5) h
b) 3(4: 6)) 5(3) “"2)

9 7(1,6), B(_Jz_,ma)

Dados E(—;—, /e) y ;("%“’ 0), caleula % paraque u y v
formen un dngulo de 60°.

Calcula x, .de modo que el producto escalar de a a(3,-5)
y b(x, 2) sea igual a 7. ;Qué dngulo forman los vectores

ay b2

Calcula la proyectién de u sobre v, lade v sobre u y
representa graficamente cada situacién.

a) u(3, 0) y v(3, 4)

b)u(l,3) y v(-4,2)

c) U(-2,-5) y v(5,-2)




Para resolver

ﬁﬁﬁ“leﬂ0@800DG-&O&596l@ﬁ9@0“.3809@089000@.066’

34

35

36

s

38

59

40

21

432

43

)
Seifiala si las siguientes afirmaciones son verdaderas o fal-
sas:

> - >

a) Si uev =0, entonces B=(u, v) esuna base.

b) Dos vectores paralelos pueden tener sus coordenadas
no proporcionales.

¢) Si dos vectores son perpendiculares, sus coordenadas
no pueden ser proporcionales.
T Y - . Ve . .

d) AB y BA tienen el mismo médulo, pero distinta
direccion.

¢) El médulo de —3v es el triple que ¢l médulo de v.

2 2 > >
;Cémo es el 4ngulo formado por los vectores u y v en
los siguientes casos?:

a) proy;@) >0 b) proy;(¥) <0

/ \/ ~/\/\/ Expresa los vectores a, b
\/ \,‘; \ N/ y ¢ como combinacién

linealde x e y.

o) proy; ") =0

/ \/ \/ \/ \/ AVAV

Sean 4, By C los vértices de un tridngulo. Si
AB (-1, 4), AC(3,-1) y BC (4,-5), spuede tratarse de

un tridngulo rectdngulo?

Sean A, B Cy D los chces de un cuadulateio Se-

B LR N S
lldld, il \,aua \_aov, .lao \..Uxxulv LOICS \lu-. LTUTL Ll ‘l"‘“ A

vectores AB, BC, CD y DA para que el cuadrildtero
ABCD sea un:

a) Cuadrado.

c) Trapecio isésceles.

b) Paralelogramo.

d) Trapecio escaleno.

Sean 2(-6,8) y b(?) 4) Halla, en cada caso, un vector
< (% ) perpendicular a b tal que:
a) <] =|a| by|c|=1

Dados los vectores 11(~1,4) y v(b, 15), halla 2 y &, en
cada caso, de modo que:

) cea=4

A ulvy|ul=410 byu.v=77y|v|=17

Dados los vectores a=2u~-Vvy b=-304+4kv, siendo

u=102,3) y v = (-—3 0), halla £ de modo que (2 + b)

sea ortogonal a (a — b).

Calcula la proyeccién de U+ v sobre u sabiendo que
-

B =|v]=2 y (Gv) =45

De los vectores a y b sabemos que |a] =3 y |b|=5
y que forman un dngulo de 120°. Calcula |a - b|

44

o

Halla el valm que debe tener £ para que los vectores

"Y=ka+b e y=ka- b sean perpendiculares, siendo

ca(312,4) y 55, 0).

45

46

&7

48

49

890

B1

52

83

5

88

8%

&8

Si [a]=3y (L+7)»(@=7)=-11, halla [v}.

Sabiendo que |u] =

y |[a—-v|

3, l;[=5 y u LV, halla l_ﬁ+—\7l

Sea B(%,y) una base ortonormal. Calcula [% + y| y
% -yl

Si [4]=4 |v|=3y Ju+v]|=5 ;qué dngulo forman
uy v?
Calcula x para que los vectores a7, 1) y g(l, x) for-

men un 4dngulo de 45°.

Halla un vector unitario que forme un dngulo de 30° con

el vector a (1, ¥3).

Determina x para que los vectores alx 1) y v(x, 0)
formen un dngulo de 30°.

Halla un vector a que forme un dngulo de 60° con el
vector b(2, 243) y tenga como médulo la mitad del
médulode b

De una base B= (U, v) sesabeque |u}=2, [v|=1y
4+ v =—1. En esa base las coordenadas de dos vectores
son x(1,2) e y(-1,1). Calcula x«y

* Mira el problema resuelto nitmero 1.

Dados a(1,2) y b(5,5), expresael vector b como
suma de dos vectores: uno de la misma direccién que a
y otro ortogonal a a.

Se sabe que ¢ = a + 26y d=5a- 4% son perpendi-
culares y que a y b son unitarios. ;Cudl es el dngulo
que forman a y b?

Demuestra que ci vector (b e ¢)a —(a - c)b es perpen-
dicular al vector <.

Una barca se desplaza por un rio en direccién sur a una
velocidad de 20 km/h. Si empieza a soplar un viento en
direccién este a 5 km/h, jen qué direccién y a qué veloci-
dad se moverd la barca? '

Sean a y b los vectores que defi- b
nen un cuadrado. Demuestra que los )
puntos medios de sus lados definen 2k 2
otro cuadrado. ™.

b

# Mira el problema resuelto nitmero 5.



Para practicar
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4 Coordenadas de puntos

/

1 Halla las coordenadas de 4B y BA, siendo:

& Determina si los puntos A(S, w2); B(3,-2) y C(-5,-2)

estan alineados.

& Determina £ para que los puntos A(-3, 5) B2, 1) y
C(6, k) estén alineados. :

4 Sean A(8,-2) y B(—4,2) dos puntos. Calcula:
a) M, punto mediode 4 y B.
b) S, simétrico de A respecto a B.
c) P, tal que A seael pﬁnto medio del segmento BP,

8 Da las coordenadas del punto P que divide al segmento
de extremos A(3, 4) y B(0, -2) en dos partes tales que
BP =2PA.

6 Determina los puntos que dividen al segmento AB en tres
partes iguales, siendo A(=2, 1) y B(5, 4).

7 Halla las coordenadas del vértice D del paralelogramo
ABCD, sabiendo que A(1, 2), B(S, -1) y C(6,3).

8 Conocemos tres vértices de un rombo ABCD, A(3, 5),
B(2,-2) y C(7, 3). Determina el vértice D.
¥ Las diagonales de un rombo se cortan en sus puntos medios y son
perpendiculares,
{
cuaciongs de rectas

9 Escribe las écuaciones vectorial y paramétricas de la recta que
pasa por A y tiene direccién paralela al vector d.

3.) A(“‘a’ 7): d(4’ _1) b) A(“‘ls 0): d(O, 2)

Obtén 2 puntos mds para cada recta,

18 Escribe la ecuacion de la recta que pasa por Py Q de
todas las formas posibles.

a) P(6,-2) y Q(0,5)
) P(0,0) vy Q(8,0)

b) P(3,2) y Q3,06
d) P(0,0) y Q(0,-2)

L1 Escribe las ecuaciones paramétricas e implicitas de los ¢jes
de coordenadas.

12 Determina un vector notmal y la ecuacién implicita de
cada una de las siguientes rectas:

b) s x=—t+1
Cly=5t-2

a) r:ic;*z—lmy—l

18 Obtén, para cada una de las siguientes rectas, un vector
direccién, un vector normal y su pendiente:

x=2¢-1 1-y
o {J'=5t b) 7 %5“:71
Q) ra: - Drgy= Loy 2

32X+ 3=0 Yrgy= TR

14 Determina un punto y un vector direccién de cada recta.
Utilfzalos para dar sus ecuaciones continuas y paraméricas.

a)3x—2y+1=0 b)y=2x-1+7
c)x-3=0 d)y:—;l)—x»rl

18 Compruebasiel punto P(5,-7) pertenece a alguna de las
siguientes rectas:

=5 Cx-1_y-3
a) r: {y=13—2t b)s.——2 =T

16 Halla el valor de % para que larecta x+ £y—7 =0 con-
tenga al punto A(5, ~2).

IE Haz de rectas

17 Consideramos el haz de rectas de centro (3, —2).
a) Escribe la ecuacién de este haz de rectas.
b} ;Qué recta de este haz pasa por el punto (-1, 5)?
c) ¢Cudl de las rectas del haz es paralelaa 2x + y = 0?
d) Halla la recta del haz cuya distancia al origen es igual a 3.

18 Determina el centro del haz de rectas de ecuacién
Bkx+2y—3k+4=0.

19 Lasrectas 7:y=3 y s:y=2x~1 forman parte del mismo
haz de rectas. ;Qué recta de dicho haz tiene pendiente —2?

& Paralelismo y perpendicularidad

20 Elvector direccién de 7 es 3(2, -5). Halla, en cada caso,
el vector direccién y la pendiente de:

a) Una recta paralela a 7.

b) Una recta perpendicular a 7.

x=1-5¢

» obtén en forma explicita las
y=2+t

&1 Dadala recta r: {

siguientes rectas:
a) Paralela a # que pasa por A(-1, -3).
b) Perpendiculara » que pasa por B(-2, 5).
22 De una cierta recta # conocemos su pendiente 7 = %-
Halla la recta s en cada caso:
a) s es paralelaa » y pasa por (0, 0).
b) s es perpendicular a » y pasa por (1, 2).




23 Halla una recta que pase por el punto 0, 1) y sea pet-

x—1
4

( 24 Halla, en cada caso, la ecuacién de la recta que pasa por el
" punto P(1,-3) yes:

-y
=73 35

pendicular a la recta

a) Paralela alarecta 2x—3y+5=0.

b) Perpendicular a la recta x+y~3 = 0.

c) Paralelaalarecta 2y—3 =0.

d) Perperidicular a la recta x + 5 = 0.
28

El vector normal de la recta » es n(2, -3). Obtén, en

cada caso, la ecuacion de la recta’ s. '
a) s es paralelaa 7 y contiene al punto P(2, -3). Y
b) s es perpendicular a 7 y pasa por Q(0, 1).

26 Escribe las ecuaciones de las siguientes rectas:

a) 7, paralelaal ¢je de abscisas que pasa por A(~1,-2). -
b) 7,, perpendicular al eje OX que contienea B(1, 0).
¢) r3, paralela al eje de ordenadas que pasa por C(3, 5).

d) 4, perpendicular al eje OY que contienea D(-1,7).

27 Halla la ecuacién de la paralelaa 2x—~3y =0 cuya orde-

B posicién relativa de dos rectas

Estudia la posicién relativa de los siguientes pares de rec-
tas. Calcula el punto de corte cuando sean secantes.

x=2f+1
y=-10t-3
b) 71 3x+5y+10=0; s:-3x+5y+10=0

x=3r-1 {x%t
c) r: ;s :
y=t+3 y=2t

driy=2x+1; s:y=:771—x+1

Q) rSx+y+7=0; st

Calcula el valor de los parimetros £ y ¢ para que las
siguientes rectas se corten en el punto A(l, 2):

rikx—ty—4=0 si2tx+ ky—2=0
Determina £ para que las rectas 7 y s sean paralelas.
o X2 Y oox+5 _ gl
3 2 T -6 k
Halla el valor de # para que estas rectas sean coincidentes:
ri2x+3y+5=0 st x=—Grek
y=4t+2

i — v

nada en el origen es ~2. /39 Calcula £ paraque 7y s sean perpendiculares.
28 Dados los puntos A(0, 1) y B(4, -3) halla la ecuacién riy=2x+1 s:3%+ky+3=0

implicita de la recta perpendicular al segmento AB que

pasa por su punto medio. B Angulos
29 Dadala recta 4x + 3y— 6 = 0, escribe la ecuacién de la - ><40 Halla el 4ngulo que forman los siguientes pares de rectas:

recta perpendicular a ella en el punto de corte con el eje D) riy=2x+5 b) r:3x—5y+7 =0

de ordenadas. , y _ '

» . sty=-3x+1 s:10x+6y—3=0

B0 Determina, en cada caso, una recta que pase por el punto 3ot welo3t

P(=2,-3) v sea: o r: 5 f ot d)r:2x~y=0

a) Paralela a la bisectriz del primer cuadrante. r= yesr 5:2y+3=0

b) Perpendicular a la bisectriz del vsegundo cuadrapte. 41 ;Quéangulo forma 3x— 29460 con el eje de abscisas?
31 De un tridngulo conocemos el vértice A(1, 3) y la recta * La pendiente de la recta es la tangente del dngulo que forma con

r:2x—3y+6 =0 quecontieneal lado BC. Hallalaaltura el eje de abscisas. Halla el dngulo con la pendiente de la recta.

elati trtice A. : .

relaciva al vértice 42 ;Qué dngulo forma larecta 2x—y+5 =0 con el ¢je de
%2 Calcula las ecuaciones de las mediatrices del tridngulo de ordenadas?

Iy -1,-2), B(3,2 > 4)..

vértices A(-1,-2), B3 .) y ¢G4 43 Calcula # de modo que larecta 3x+ 7y —2 =0 forme
%% Halla, en cada caso, el valor de # para que la recta un dngulo de 60° con el eje OX.

riy=herl s?a: 44 Calcula m y n en estas rectas sabiendo que 7 pasa por

a) Paralela al eje OX. el punto P(1,4) yque r y s forman un dngulo de 45

b) Perpendicular a la recta 2x+ 3y +7 = 0. rimx—2y+5=0 et Gy—8 =0
%4 Halla el punto simétrico de P(1, 1) respectd a la recta 48 Lasrectas 7 3x—2y+6=0, s:2x+y—6=0 y

x—2y—4=0.

% Mira el problema vesuelto niimero 2.

£:2x—Sy—4 =0 son los lados de un tridngulo. Represén-
talo y halla sus dngulos.



B Distancias y areas

46 Calcula 4 de modo que la distancia entre los puntos
Ay k) v B(3,-2) sea ighal a 2.,

47 Determina, en cada caso, si el tridngulo ABC es equildte-
ro, isésceles o escaleno.

a) A(—l, 0): B(ly O)) C(Ot B)
b)A(1,3), B(3,5), C(-1,7)
) A2 3), B-1,2), C(-2,-3)

48 Halla la longitud del segmento que determina la recta
x—2y+5=0 al cortar alos ejes de coordenadas.

49 Halld las distancias de O(0, 0) y P(~1,2) a estas rectas:
a) 3x—4y_+,,,5=_0 b)2x+5=0

x=06t (1
vc) {y=8t d) (x;y) = (—,1) + (2, 1)

2
50 Determina ¢ para que la distanciade 7:x—3y+c=0 al
punto (6, 2) sea de {10 unidades (hay dos soluciones).

81 Halla la distancia entre los siguientes pares de rectas: .

x=0
03 =0; r"
a) #:3x+ 5 y {y=3+4k
-2 A= y+l
Y= 1; " =
b)r:y 3 At 3

5& Comprueba que el tridngulo de vértices A(-3, 1), B(0, 5)
y C(4,2) es rectdngulo y halla su 4rea. :

53 En el tridngulo de vértices A(-1, -1), B(2, 4) y C(4, 1),
halla las longitudes de la mediana y de la altura que parten
de B.

54 Dado el tridngulo de vértices A(0, 0), B(4, 3) y C(,8),

calcula su 4rea.

Para resolver
58 Los puntos medios de los lados de cualquier cuadrilitero

forman un paralelogramo. Compruébalo con el cugdrﬂ'é—
tero de vértices A(3, 8), B(5,2), C(1,0) y D(-1, 6).

36 En un tidngulo equilitero conocemos dos vértices,

A(312,0) y B(={3/2,0). Halla el tercer vértice.

5
¥ /4

§‘.
[

37 Halla las ecuaciones de las rec-
tas a, b, ¢, dy ey f

i

N y
o

) \58 Calcula las ecuaciones de las alturas del tridngulo de vér-

tices A(-2,1), B(4,7) y C(6,-3). Halla el ortocentro.

/88 Da las ecuaciones de las mediatrices del tridngulo de vérei-

ces A(~4,-2), B(4,-2) y C(2,4). Halla el circuncentro.
60 En el tridngulo de vértices A(0, 0), B(9, 2) y C(3,7),

determina las ecuaciones de las medianas y calcula el ba-
ricentro.

61 En un tidngulo de vértices A(-2, 0), B(1, 3) y C2,0)
trazamos desde cada vértice una recta paralela al lado
opuesto. Halla los vértices del tridngulo que determinan
los puntos de corte de estas rectas y comprueba que cs se-
mejante a ABC, '

* Para comprobar que dos tridngulos son semejantes, basta ver que
sus dngudos son iguales.

68 Larecta 2x+ 3y~6=0 determina, al cortar a los ejes de
coordenadas, el segmento AB.

Halla la ecuacién de la mediatriz de AB.

63 Hallacl pie de la perpendicular trazada desde P(1,-2) ala

ecta r:x—2y+4=0. '
- /?Escribe la perpendicular a v desde Py halla el punto de corse
con .

64 De un rombo ABCD sabemos que los vértices B y D
estan en la recta 7:y=2x+2 y que A4, 0). Halla las
coordenadas de C.

|
’\‘)65 Calcula el drea del tridngulo cuyos lados estén sobre las

rectas 7ix=3; 512+ 3y—-6=0y tix—y—7=0.

66 Halla el 4rea del cuadrildtero de vértices A(—4, 3), B(0,5),
C4,-2) y D(-3,-2).

67. El lado desigual del tridngulo isésceles ABC, tiene por
extremos A(1,~2) y B(4, 3). El vértice C estd en la recta
3x—y+8=0. Halla las coordenadas de C y el 4rea del

- tridngulo. : ' o

* 68 Caleula ¢ para que la distancia entre las rectas de ecuacio-

nesdx+3y—6=0y 4x+3y+c=0 scaigual a 3.

68 Encuentra un punto en la recta x — 2y-6=0 queequi-
diste de los ejes de coordenadas. ‘

70 Determina, en cada caso, un punto P de la recta
riy=-x+1 tal que: L

a) La distancia de P a s: 3x—4y+2=0 seal,
b) P diste 3 unidades del eje OX. ,
| vc) La distancia de P al eje OY sea 4 unidades.
d) P equidiste de las rectas x~y+5=0y x+y+1=0.
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Halla un punto del eje de abscisas que equidiste de las
rectas 4x+3y+6=0 y 3x+4y-9=0.

Halla la ecuacién de la recta que pasa por el punto de
interseccién de las rectas 7 y s y forma un dngulo de 45°

con la recta x+5y—~6=0.
ri3x—y-9=0 six—3=0

Dadas 7 2x—y—17=0 y s5: 3x—ky— 8 =0, calcula
k paraque 7 y s se corten formando un dngulo de 60°.

Halla los 4ngulos del tridngulo cuyos vértices son

A(=3,2), B8,-1) y C(3,—4).

Halla la ecuacién de la recta que pasa por (0, 2) y forma
un 4ngulo de 30° con x = 3.

Larecta 2x+y=0 es la bisectriz de un dngulo recto cuyo
- 1
't —= 1]
vértice es ( 5 )
Halla las ecuaciones de los lados del dngulo.

Halla las ecuaciones de las rectas que pasan por A(-2, 2)
y forman un 4ngulo de 60° con x = y.

Dada la recta 7: 2x— 3y + 5 =0, halla la ecuacién de la
recta simétrica de 7 respecto al eje de abscisas.

Halla la recta, # simétricaa r:—3x+4y+9 =0 respecto
de farecta s:2x—y—6=0. ’

Larecta b:y=—x+ 4 es la bisectriz del dngulo formado
Y 1z ael ang
or las rectas 7: 3x+y—8 =0 y s Haliala ecuacion de s.
p Y y

Sean A, B, C y D los pun- i
tos de corte de las rectas g
x=2y+2=0y 2x—y—2=0 con T
los ¢jes de coordenadas. Prueba
que el cuadrilitero ABCD es un _
trapecio isésceles y halla su drea. D

X
Rl

De un cuadrado conocemos la ecuacién de una de sus dia-
gonales, d:x+2y~5=0, yun vértice, A(2,-1). Calcula
el resto de vértices y su drea.

Larecta x+y—2=0 yuna recta paralela a ella que pasa

_por el punto (0, S) determinan, junto con los ejes de

84

68

coordenadas, un trapecio isésceles. Halla su drea.

Larecta 2x+y—4=0 eslamediatriz de un segmento que
tiene un extremo en el punto (0, 0). Halla las coordenadas
del otro extremo. '

Los puntos P(-2,4) y Q(6, 0) son vértices consecutivos
de un paralelogramo PQRS con centro en el punto (0, 0).
Halla los vértices R y S v los dngulos del paralelogramo.

B6

87

88

&9

90

91

92

23

94

Dos de los lados de un paralelogramo estdn sobre las rec-
tas x+y—-2=0y x—2y+4=0 yuno de sus vértices es
el punto (6, 0). Halla los otros vértices.

En un tridngulo, baricentro, ortocentro y circuncentro es-
t4n alineados. La recta que los contiene se llama recta de
Euler. Compruébalo en el tridngulo de vértices A(-3, 2),

B(6,2) y C(6,5).
De un tridngulo conocemos dos vértices, A0, 0) vy
B(5,0) ylalongitud del lado AC, 3. Ademds, la tangente
del 4ngulo formado por los lados AB y AC es 4,

a) Calcula la ecuacién del lado AC. ’
b) Determina el vértice C.

¢) Halla la longitud de la altura relativaa C.

d) Obtén el 4rea del tridngulo.

% Pyedes calcular la altura utilizando razones trigonométricas.

Los puntos A (-3, -3), B(3, -3), C(@43, 0),

D(J3,3), E(~3,3) vy F(-243, 0) son los vértices de un

hexégono regular ABCDEF. Calcula:

a) Fl centro del hexdgono como la interseccién de las me-
diatrices de dos lados consecutivos.

b) La longitud de la apotema.

¢) El 4rea del poligono.

Dado el tridngulo de vértices A(-4, -2), B(-1, 5) y
C(5, 1), halla las ecuaciones de las rectas 7 y s que par-
ten de B y cortan a AC, dividiendo al tridngulo en tres

. < T - Yol
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Un rombo ABCD tiene un vértice en el eje de ordenadas;
otros dos vértices opuestos son B(-1,-1) y D(-5, 3).
Halla las coordenadas de los vértices A y C y el drea del
rombo.

Un punto P, quees equidistante de los puntos A3, 4)
y B(-5, 6), dista el doble del eje de abscisas que del gje de

ordenadas. ;Cudles son las coordenadas de P?

De todas las rectas que pasan po‘r el punto A(1, 2), halla
Ja pendiente de aquella cuya distancia al origentes 1.

Halla el punto de la recta 2x — 4y — 1 = 0 que con el
origen de coordenadas y el punto P(-4, 0) determina un
tridngulo de drea 6.

i
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Para practicar
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& Lugares geométricos

I Halla, en cada caso, la mediatriz del segmento AB.
a) A(5,~1) B(-3,1) b) A3, 6) B(-1, 6)

Comprueba que es una recta perpendicular a AB.

# Halla el lugar geométrico de los puntos P(x, ¥) cuya diferen-
cia de cuadrados de distancias a los puntos A(0, 0) y B(6, 3)
es 15, ;Qué figura obtienes?

3 Halla el lugar geométrico de los puntos cuya distancia a la
recta 4x—3y+11=0 es6.

% Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan de las
rectas 7 y s. Interpreta el resultado.

7 3x—5y+11=0 $:3x—5y+3=0

3 Halla las ecuaciones de las bisectrices de los dngulos que for-
man las rectas » y s

ridx—3y+8=0 s:12x+5y-7=0

4 Circunferencias

5 Halla, en cada caso, el lugar geométrico de los puntos del
plano cuya distancia al punto A es 4.

2) A(0,5) y d=2 b) A(0,0) y =1

Q) A(-2,0) y d:%— dACL,-5) y d:%
“Halla el lugar geométrico de los puntos cuyo cociente de
distancias a los puntos A(0, 6) y B(0, 3) es 2, es decir:
dist(P, A)

dst(P.B) >

Da, en cada caso, la ecuacién de la circunferencia que tiene
centro C y radio 7.

a) C(0,0) y r=1 b)C(2,-3) y r=2

o2 .}
0 C-1,0) y »= 5 d) C(0,3) vy » 7

Averigua cudles de las siguientes expresiones corresponden a
circunferencias y, en ellas, halla su centro y su radio:

) x%+ 92— 8x+2y+10=0

b)x? —y2 4 2x 4 3y-5=0

ADx*ry?rxy—x+4dy—8=0

d) 2x% + 292~ 16x+ 24 = 0

b Escribe la ecuacién de la circunferencia que pasa por
(0, - %—) y tiene centro en (—;—, w--%w .

11 Halla la ecuacién de la circunferencia que tiene su centro
en el punto C(0, -5) y cuyo didmetro es igual a 10.

1& Escribe la ecuacién de la circunferencia que pasa por
A(1,-2) ypor B(2,-1) y tiene radio 1.

13 Uno de los didmetros de una circunferencia tiene por ex-
tremos A(3, -2) y B(7, 0). Halla la ecuacién de la cir-

cunferencia.

14 Determina la ecuacién de la circunferencia que pasa por
A2, -4), BS,-10) y C(4, -8).

¥ Mira el ejercicio resuelto 1,

18 Dala ecuacién de la circunferencia que tiene por centro el
punto (2, -5) y es tangente al eje de abscisas.

16 Obtén la ecuacién de la circunferencia cuyo centro estd
en el punto (3, —4) y que es tangente al eje de ordenadas.

17 Determina la ecuacién de la circunferencia que tiene su
centro en el origen de coordenadas y es tangente a la recta

x+y-3=0.

18 Determina las rectas tangente y normal a la circunfetencia

(x+4P+ (y+2)2=13 enel punto A(-2, 1).

i Posiciones relativas de rectas y circunferencias

18 Calcula la distancia del centro de la circunferencia
x? +y*~2y-1=0 alarecta 2x—y+3=0. ;Cuil es
la posicién de 7 respecto a la circunferencia?

&0 Estudia la posicién relativa de la circunferencia de ecua-
cién x?+ 3%~ Gx—4y+9=0 respecto de cada una de las
siguientes rectas:

rprx+y—-1=0 7 3x—4y+9=0

&1 Estudia la posicién relativa de la circunferencia de ecua-
cién (v + 1%+ (y ~2)2 = 4 respecto a cada una de Jas
siguientes rectas:

rpx—2=90 ry=0

Utiliza, en cada caso, los dos métodos siguientes:

ry=2x+1

a) Resolviendo los sistemas de ecuaciones formados por la
circunferencia y cada recta.

b) Comparando la medida del radio con la distancia de
cada recta al centro de la circunferencia.

&& Estudia la posicion relativa de la recta y=%+b ylacircun-
ferencia x? + 32 = 1 en funcién del pardmetro b,

&3 Determina la posicién relativa de la recta y=2x-3 yla
circunferencia x* + 5% = 4 en funcién del valor del pard-
metro 4.




